
1 
 

 



2 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Kjbwejvm 
 

ম োহোম্মোদ জিশোন 

প্রথম প্রকাশঃআগস্ট-২০২০(ইবুক) 

সম্পাদনায়ঃ 

 োহো ুদ-উল হোসোন,ম োোঃ ইশরোক হোজ   

প্রচ্ছদঃ 

আজিকুজ্জো োন আিোদ 

অক্ষরববনযাসঃ 

লেখক 

®মলখক 

 

 

Kolon Bilas 

Weitten by Mohammad Zishan  

http://www.facebook.com/Zishan.Relativity
https://www.facebook.com/­mahamudul.hassan.7121­6141
https://www.facebook.com/­profile.php?id=100031­363380787
https://www.facebook.com/­mr.best113


3 
 

 
কযােকুোস শব্দটা লশানবন এমন উদাহরণ খুব কম 

পাওয়া যায় আজকাে । বযাবসক গবণত লেড়ে বদডয় এখন 

লববশরভাগ বশক্ষাথীর আগ্রডহর ববষডয়র তাবেকা করা 

হডে লসখাডন এই শব্দটা সবার আডগ লদখডত পাওয়া 

যাডব। বকন্তু আগ্রডহর বযাপার হডেও বয়স নাডমর একটা 

প্রভাবক আডে আমাডদর জীবডন। বযাপারটা হডো এমন 

- লকাডনা এক বযবি তার পুডরা জীবদ্দশায় লকাডনাবদনই 

বাসমবত চাডের ভাত খায়বন । তাহডে তার সামডন যবদ 

বচবনগু়ো চাডের সুগবি লপাোও লরডখ বদডেই লস লতা 

একপ্রকার পাগে হডয় যাডব,মডন করডব বক এক 

রাজকীয় খাবার লস লখডত লপডো। এমন উধাহরন 

লদওয়ার লপেডন কারণ হডো লতামাডদর আবম বুঝাডত 

লচডয়বে অপক্ক বা দুববে বভবি। এইডয একডেণীর কথা 

বেোম এসব বযাপাডর খুব আগ্রহী, তাডদর বভবি বেডত 

বকেুই লনই, আর থাকডেও লসটা বহসাব করার মত 

মজবুদ না। আবম যবদ তাডদর সামডন কযােকুোস না বডে 

কেনববদযা ববে, বিফাডরবিডয়শন না বডে লযাগজীকরণ 

ববে, ইবিডগ্রশন না বডে অন্তরীকরণ ববে তাহডেই 

লদখবা লতমন থুতুভূতু লখডয় যাডব। "এগুডো আবার 

লকান প্রাণীর নাম লর বাবা!" - এমন একটা ভাব লদখডত 

চাইডে লসই সময় ওডদর মুডখর বদডক তাকাডত হডব। এটা লতা লগডো সীবমত জ্ঞাডনর ববষয়। আডরক লেণীর জ্ঞানী আডে যার লকবে 

কযােকুোস নামটার সাডথ পবরবচবত। তার সামডন বগডয় যবদ বডো লয তুবম কযােকুোস পাডরা-লস লতা লতামাডক ভববষযৎ 

গবণতববদ,বনউটডনর বংশধর, বেববনডজর আবু্ব সহ আডরা অডনক বকেু বানায় লফেডত পাডর। আসডে এই কযােকুোস নামটার 

মডধযই একটা অজ্ঞাত শবি েুকাবয়ত আডে লসটা অগ্রাহয করডবা না। তডব আমার বযবিগত মতামত লথডক বেডত পাবর কযােকুোস 

লথডক বিডকাণবমবত লববশ ববসৃ্তত একটা ববষয়,আর কযােকুোস বনডজও চোর জনয বিডকাণবমবতর সাহাযয বনডত বাধয। এখন আবার 

বজডজ্ঞস কডর বডসা না লয বিডকাণবমবত বক! নবম লেণীডত পড়েডে,এমন লয লকউ এই নামটার সাডথ পবরবচত। লোটডদর মডধযও 

অডনডক আডো যারা বিডকাণবমবতর সাডথ পবরবচত। তাহডে তুবম লযখাডন বিডকাণবমবত পাডরা,লসখাডন কযােকুোস লতামার কাডে 

দদতযদানব মডন হডে এটা সবতয দুঃখজনক। আবম বেবে না লয বিডকাণবমবত পারডে কযােকুোস পারডতই হডব। আডরা সহডজ 

বেডে এই বিডকাণবমবত,কযােকুোস সববকেুই গাবণবতক বাকয,সমীকরণ সমাধান,লযাগ,ববডয়াগ,গুন,ভাগ ো়ো আর ববডশষ বকেুই 

না। আর এই ববষয়গুডো লতা আমরা পঞ্চম লেণীডত লমাটামুটি ভাডো মতই পড়ে এডসবে। তাহডে ভয় বকডসর? আচ্ছা,লকাডনাবদন 

প্রশ্ন এডসডে মডন লয এই এবেডয়ন টাইপ নাডমর কযােকুোস আসডে বক? কাডরা কাডে বজজ্ঞাসা করডে একটা অডনক সাধারণ 

উির পাওয়া যাডব, "কযােকুোস হডো গবণডতর এক অডনক গুরুত্বপূণব শাখা,এটা বদডয় লকাডনাবকেু লক লযমন অডনক কু্ষদ্র কু্ষদ্র 
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ভাগ কডর লসখান লথডক সূক্ষ্মাবতসূক্ষ্ম এবং বনভুব ে বহসাব করা যায়,ঠিক লতমবন অসীম সংখযক সূক্ষ্মাবতসূক্ষ্ম উপাি লক লচডপ মন্ড 

কডর একটা উপাডি পবরণত করা যায়।" খুব সুপবরবচত সংজ্ঞা টা লশানার পডর মডনর মডধয বনশ্চয় আগ্রহ সৃবি হডচ্ছ! এটা স্বাভাববক। 

একটু বচন্তা কডরই লদডখা না। লকাডনাবকেু লক লযমন অসীম সংখযক অংডশ লকডট লফো যায়, লতমনই অসীম সংখযক কু্ষদ্র অংশ 

লজা়ো োবগডয় একটা পূণব বকেুডত রূপান্তর করা যায়। এটাই হডো কযােকুোস! বকন্তু আমাডদর এই সংজ্ঞা লশানার পডর মডন হডব 

লয বক না বক একটা বজবনস হডব এই কযােকুোস! তডব বডে রাবখ এটা লমাডটই কঠিন বকেু না। শুধু লতামাডদর বচন্তার পবরবধ আডরকটু 

ব়ে করডত হডব। কযােকুোস বনডয় প়োশুনা করার জনয বক অডনক বকেু জানডত হডব? উির হডো অবশযই না। আডগও একবার 

বেোম এই বযাপারটা লযাগ,ববডয়াগ, গুন,ভাগ বযতীত আর বকেুই না। তাহডে ওগুডো ভাডোমত করডত পারডেই তুবম কযােকুোস 

বনডয় প়োশুনা করডত পারডব। এই দানবীয় নাডমর সিা ওরডফ কযােকুোস মহাশয়ডক লতামাডদর সামডন একদম সহজ ভাডব 

উপস্থাপন করার একটা প্রডচিা লথডকই মূেত আমার এই বই লেখা। আশা কবর বইটা পড়ে যাডদর মডন হডতা কযােকুোস বক না 

বক মহাভারত,তাডদর ভুে ভাঙডব। আর লতামাডদর মডধয যারা এখডনা মডন কডরা কযােকুোস পারডেই বনউটন,বেববনজ হডয় যায় 

বকংবা ববশ্বডসরা গবণতববদ হডয় যায়,তারা বনডজডদর মতামত পাল্টাবা । লতা,চডো শুরু করা যাক! 
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লেখক পবরবচবত 

 

 

 

 

 

 

 

লেখক পবরবচবত: 

লমাহাম্মদ বজশান, জন্ম ০৬ জানুয়ারী,২০০২, নাডটাডরর বসং়োয়। বাবা লমাঃ আবু্দে মান্নান, মা লমাোঃ জুডেখা খাতুন। বতব মাডন 

বতবন এইচএসবস-২০২০ পরীক্ষাথী।এসএসবস বদডয়ডেন নাডটাডরর ববয়াম লথডক। আর এইচএসবসর জনয পড়েডেন বসং়ো দমদমা 

পাইেট সু্কে ও কডেজ লথডক। এখন বাবা, মা, লোট্ট লবানডক বনডয় থাডকন নাডটাডরর বসং়োয়। 

লেখডকর আগ্রডহর ববষয় বেডত লগডে পদাথবববজ্ঞান আর গবণত।আর লেখডকর উচ্চাঙ্ক্ষা পদাথবববজ্ঞাডনর উচ্চতর শাখায় ববচরন 

করা, লভদ করা রহসয । এস এস বস’র পর লথডক লকায়ান্টাম লমকাবনক্স,বরডেটিবভটি, কযােকুোস বনডয় প়োশুনা । এস এস বস 

লদয়ার পর কণা পদাথবববজ্ঞাডনর বই হাডত বনডয় বরডেটিবভবস্টক ওডয়ভ ইকুডয়শন লদডখ লখডয়ডেন ববশাে এক ধাক্কা,লসখান লথডক 

মূেত কযােকুোস লশখার সূিপাত ।গত অমর একুডশ বই লমোয় প্রকাবশত হডয় লগে লেখডকর প্রথম বই “আডপবক্ষকতার ববডশষ 

তত্ত্ব” বনডয় একটা বইও। তার ভাডো োডগ ঘুডর লব়োডত প্রকৃবতডক উপডভাগ করডত,এক ববডকডেই অসীম লরামাডঞ্চর লখাডজ 

লকাডনা এক বনজব ন জনপডদ একা ঝাপ বদডত । গান লশানাও তার একটা শডখর মডধয পডর, আর বক বো যায় ? প্রচণ্ড ইডমাশনাে 

একজন মানুষ ।   

এসএসবসর পদাথবববজ্ঞান পরীক্ষায় প্রশ্ন বেে এক বকডোগ্রাম ভর লয বসবেন্ডাডরর ভর লথডক বনধবারণ করা হয় লসটার বযাস কত? বকন্তু 

বইডত লদয়া বেে বযাসাধব। আর। বেডখ বদডেন বযাসাডধবর মান। আর সাডথ সাডথ পরীক্ষায় পূণব নম্বর পাবার সম্ভাবনাডক নাবমডয় বদডেন 

শূডনযর লকাটায়। আডরা একটা প্রশ্ন এডসবেে লসই পরীক্ষায় আেফা কণার লবগ কডতা? এই প্রশ্নটা লদডখ তার কাডে মডন হডয়বেে 

এটা বক বফবজক্স? এখাডন আমাডক সব মুখস্ত করডত হডব,বফে করার বকেু নাই ? । প্রথম লথডকই তার একটাই উপেবি ববজ্ঞাডন 

মুখস্ত করার বকেুই লনই পুডরা বযাপারটাই বফে করার ।এজনযই বতবন মডন কডরন সবার কাডে ববজ্ঞাডনর আসে উপেবিটা লপৌোডনা 

দরকার ।এজনযই মূেত তার ববজ্ঞান লেখডকর ভূবমকায় অংশগ্রহন । তাই এই প্রডচিা আডরা সফে ও স্বাথবক লহাক ।  

সবাই লেখডকর জনয লদায়া করডবন বতবন লযন তার উচ্চাঙ্ক্ষা পূরডণ সফে হন এবং ববজ্ঞান আর মানুডষর জনয ে়োডত পাডরন 

ভাডোবাসা ।  

-শুভকামণায় বিুরা 
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মেইসবুককর  োধ্যক  সরোসজর মলখককর সোকে ম োগোক োগ করুনোঃ 

 
মলখককর অনযোনয মলখোর অজেজসয়োল মেিোঃ 

 
ইক ইকলর  োধ্যক  ম োগোক োগ করুনোঃ 

 

 

 

লেখডকর প্রকাবশত অনয বই 

  আকেজিকিোর জবকশষ িত্ত্ব বইটি সম্পডকব  আডরা জানডত এখাডন বিক করুন  

 
 

রক োজর লথডক এখবন অিব ার করডত বিক করুন এখাডন  

https://www.facebook.com/­Doorofmodernphysics
https://www.rokomari.com/book/197735/the-special-theory-of-relativity
http://www.facebook.com/Zishan.Relativity
http://www.facebook.com/Zishaninloveofscience
https://www.rokomari.com/book/197735/the-special-theory-of-relativity
mailto:zishan.specialrelaticity@gmail.com
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কডরানা কাডে ববশ্ব যখন অচে ঠিক লসই মুহূডতব  আমাডদর লদডশ লেডে লমডয়ডদর ববডশষ 

কডর সদয উচ্চ মাধযবমডক পদাপবন করা বশক্ষাথীডদর কথা বচন্তা কডর মূেত এই বইটি ইবুক 

বহডসডব প্রকাডশর বসদ্ধন্ত লনয়া হডয়ডে । এটা মূেত বযাবসক কযােকুোস লশখার বই,আশা 

কবর আডোবচত ববষয়গুডো সকডের বযাপক কাডজ আসডব ।  
েরবিীকি কযোলকুলোকসর স গ্র জবষকয়র আকলোচনো জনকয় অ র একুকশ গ্রন্থ ম লো ২০২১ এ একটো বই 

প্রকোজশি হকব ইনশো-আল্লোহ । 

এক, 

এই বইটি বি ইবুক বহডসডব লফইসবুক বভবিক ববজ্ঞাডনর বববভন্ন গ্রুডপ এবং ইন্টারডনডটর বববভন্ন সাইডট আপডোি 

করা হডয়ডে লয লকউ এই বইটি অডনযর মাডঝ বববেডয় বদডত পাডরা,এই বই লথডক প্রাপ্ত তথয লেবিট সহ লযডকাডনা 

অনোইন মাধযডম ো়েডত পাডরা ।  

দুই, 

আর লকউ যবদ বনডজর জনয বইটির বপ্রন্ট কবপ দতরী করডত তাও কডর বনডত পারডব । বকন্তু লকাডনাভাডবই 

বাবনবজযক ভাডব এই বইটি বযবহার করা যাডব না । লকউ বাবনবজযক ভাডব বপ্রন্ট করডত পারডব না ।  

 

আ োর অনুকরোধ্ েোককব “আকরো দশিকনর কোকে এই বইটো মেৌকে দোও” 

 এই বইটির লেখক আসডে আবম নই আমার সমস্ত বশক্ষক যাডদর কাে লথডক আবম বশডখবে 

 এই বইটিডত লযসব েবব বযবহার করা হডয়ডে লসগুডোর লকাডনা কবপরাইট লনই । 

 লযসব কাটুব ন েবব বযবহার করা হডয়ডে লসগুডো অযা কাটুব ন গাইি টু কযােকুোস বই লথডক লনয়া ।  

 বাবক লযসব গ্রাফ বযবহার করা হডয়ডে লসগুডো আমার বনডজর দতরী এবং অনযডদর অনুমবত সাডপডক্ষ বযবহৃত হডয়ডে । 
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DrmM© 

যাডক উডদ্দশয কডর কযােকুোডসর বযাবসক লশখাডনার জনয প্রথম বেখায় হাত বদডয়বেোম 

কখডনাই ভাবব বন এইভাডব কযােকুোডসর উপর ইবুক বা বপ্রডন্টি বই প্রকাশ করডবা 

যবদও যার জনয প্রথম বেখবেোম লস উডদ্দশয আজ অসফে  

আবম আজ ইডচ্ছ করডেই তাডক বেডত পারডবা না তাডক 

“এইডয তুবম একবদন বুঝায় লচডয়বেো তাই এটা বেডখবে, 

জাবন না কযােকুোস লবাঝাডত লপডরবে বকনা? যাই লহাক একবার খুডে লদডখা” 

অডনক অডনক ভাডো থাকুক লসই মানুষটা । 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



9 
 

আ োর কেো 

বক ববে এই কযােকুোডসর কথা 

এডতা লকবে গবণডতর এক শাখা 

ববজ্ঞান জগডত হডত চাইডে উন্নত 

কযােকুোডসর জ্ঞানডক করডত হডব সমুন্নত 

আমার এই বইটা বেখার এবং অনোইন মাধযডম প্রকাশ করার উডদ্দশয আমাডদর লেডে-লমডয়রা বশখডব,নতুন বকেু করডব,অনুডপ্ররনা 

পাডব।আজ যুগ উন্নত হডয়ডে িাস ওয়ান টুডত প়ো লেডে-লমডয়রা ব্ল্যাক লহাক,লজনাডরে বরডেটিবভটির কথা জাডন । অডনডকই 

লদখবে বরডেটিবভটি,লকায়ান্টাম লমকাবনক্সডক অেডরবি ভুে প্রমাণ কডর লফডেডেন নতুন নতুন তত্ত্ব লবর করডত শুরু কডরডেন । এ 

বনশ্চয়ই ভাডো একটা খবর । বকন্তু খুব খারাপ োডগ যখন লদবখ লকউ পুডরা বযাপারটা বযাবসক বিয়ার না কডরই আস্ত প্রমাবণত 

তত্ত্বডক ভূে প্রমাণ কডর লফডেন,সবতয বেডত ববজ্ঞাডনর এই চরম আঘাত লদখডে কি হয় । এজনয ববে আমাডদর নতুন বকেু করডত 

হডব শুধু পরীক্ষায় নম্বর পাওয়া বা টাকা উপাজব ডনর জনয প়োডশানা নয় । ববজ্ঞান প়েডবা নতুন বকেু জানডত, পৃবথবীর মহাববডশ্বর 

রহসয সমাধাডনর জনয আর অনযডক লশখাডনার জনয । এই বইটা এই উডদ্দডশযই । ইবুক ভাসবন উনু্মি কডর লদয়ার উডদ্দশয হডো 

ববনামূডেয সবাই এটা বনডত পারডব এবং সবার মডধয েব়েডয় বদডত পারডব । সবার কাডে অনুডরাধ থাকডে আডরা ১০ জডনর মডধয 

এই বইটি েব়েডয় বদন । এটা গবণডতর গডের বই,একই সাডথ এটা বফে কডর লবাঝার জনয একটা বই, এটা লটক্সট বই । আর একটা 

কথা লযডহতু একদম বি তাই এখাডন কযােকুোডসর সব বকেু লদয়া হয়বন অডনক অডনক ববষয় বাদ বদডয়বে ইডচ্ছ কডরই । আমার 

অভীজ্ঞতা বডে ববনামূডেয পাওয়া বজবনডসর লকউ গুরুত্ব লদয় না,তাই এই বইটা আসডে প্রচাডরর জনয যবদ পাঠক চান আগামী বই 

লমোয় কযােকুোডসর পূনবাঙ্গ আডোচনা বনডয় আডরা লমাটা বই আসডব । 

ইবতমডধয এই বইডত যা যা বেখা আডে তার একটা অংশ লফইসবুডক ববজ্ঞাডনর বববভন্ন গ্রুডপ প্রকাবশত হডয়ডে লসই বহডসডব পাঠডকর 

সংখযা খুব একটা কম না । পাঠকডদর লববশ সুববধা বদডতই এই বইটা ।  

এবার বকেু মানববক কথা । আবম যখন লফইসবুডক বেখতাম লদখতাম অডনডকই লেখা গুডো বসবরয়াসবে লবাঝার জনয প়েডে । 

আমার লচডয় বয়ডস ব়ে তারাও প়েডে অডনডকই ইনবডক্স এডসডে কৃতজ্ঞতা জানাডচ্ছ । এটা সবতযই অনযরকম একটা পাওয়া । আজ 

লদডখন একজন হয়ডতা পৃবথবীর ব়ে লকাডনা ববশ্বববদযােয় লথডক গবণডত প়োডশানা করডেন,অডনক অডনক জাডনন ।বকন্তু এইভাডব 

তৃণমূে পযবাডয় বতবন লশখাডনার সুডযাগ পান না । অথচ আজ আবম লয এখডনা উচ্চমাধযবমক পাশ কডরবন,প্রবতবনয়ত বেডখ যাবচ্ছ 

সবাইডক লবাঝাডনার লচিা করবে কডতাটা সফে জাবন না । যখনই আবম আমার লকাডনা টিচারডক ববে সযার এভাডব বেখবে তারা 

বডেন “এবগডয় যাও।অডনক ব়ে হডব । লতামার মডধয লযটা আডে একজডনর মডধয লনই,লসটা েব়েডয় দাও ।একজন মহাজ্ঞাবনর ও 

একটা ববষয় না জানা থাকডতই পাডর যারা লতামার কাডে আডস তাডদর লতামার লবস্টটা বদডয় লবাঝাও ববজ্ঞান।” আত্ন প্রসংশা আর 

কডতা করডবা । এখন বাদ লদই । 

জীবডনর খুব কু্ষদ্র একটা সময় পার কডরবে । এখডনা বকেুই বশবখবন, আজও ভাগয হয়বন জ্ঞান সাগ়েডক একবার লচাডখ লদখার 

লসখাডন িুব লদয়া লতা অডনক দূডর । তারপডরও জীবন লযটুকু অভীজ্ঞতা বদডয়ডে লসই অভীজ্ঞতা বেডে আসডে অথব-সম্পদ,রূপ-

গুন,ক্ষমতা এসব বকেুই না । ভাডো কডর খুডজ লদখুন পৃবথবীডত মানুষ খুডজ পাডবন না,লপডেও খুবই স্বপ্ল । আমরা ববে সাতশ 

লকাটি মানুষ পৃবথবীডত এডতা এডতা সমসযা,মারামাবর,হানাহাবন,অথব-ক্ষমতা-স্বাথব এো়ো বক আডে । যবদ সবতযই সাতশ লকাটি মানুষ 

লথডক থাডক তাহডে আমার প্রকৃত মানুডষর সঙ্গা অনুযায়ী পৃবথবীর লতা এমন হওয়ার কথা নয় । ক্ষমতা বডে সব করা যায় আজ 
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আপবন উপডজোর প্রধান,লজো প্রধান,ববভাডগর প্রধান,পুবেশ সুপার আপবন চাইডে আমার বো সতযডকও বমথযা প্রমাবণত করডত 

পাডরন । আপনার টাকা আডে জ্ঞান সম্পদ আডে,রূপ-গুন আডে আপবন আমাডক তুচ্ছ তাবচ্ছেয করডতই পাডরন আপনার ক্ষমতা 

বদডয় আমার সব বকেু ধ্বংস করার ক্ষমতা রাডখন বকন্তু না আবম এগুডোডক ক্ষমতা মডন কবর না সতয বডে একটা বজবনস আডে এর 

অসীম ক্ষমতা আসুন সতয বদডয় বনডজডদর মডধয সব ঝাডমো দূর কবর,সুন্দর হডব পৃবথবী । পৃবথবীডত সব পাওয়া যায় দুেবভ হডো 

“ভাডোবাসা” এই বজবনসটা সবাই বদডত পাডর না । আমরা সবাই আসডে এমন একটা ভাব করবে লযন আমাডদর আসে বাসা লথডক 

লকাথাও লব়োডত এডসবে শুধু কডয়ক ঘন্টার জনয এরপর আমরা লসই জায়গাটার লসৌন্দযব মুগ্ধ হডয় বেবে এই জায়গা আমার,আবম 

এখান লথডক যাডবা না সব ক্ষমতা আবার ।আবম মাডঝ মাডঝ ভাবব আচ্ছা আর কত বদনই বা ভাডোভাডব বাচডত পারডবা সডববাচ্চ ২০ 

বের এরপর আর বকেুই ভাডো োগডব না । প্রবতটা মানুষডক লযডত হডব বনডজর ঠিকানায় তাহডে আমরা লকন এমন লবাকার মডতা 

করবে? আবম এডতাবদডন এটাই বফে কডরবে প্রকৃত মানব ধমব হডো এটাই লযন আপনার দ্বারা কাডরা লকাডনা ক্ষবত না হয় ,ডকউ কি 

না পায় ।  

আর এই বইডয়র মডধয যা যা বেডখবে আপনারা প়েডবন এবং ববচার কডর আমাডক জানাডবন লকননা,সমাডোচনা ো়ো ব়ে হওয়া যায় 

না । পবচশ হাজাডরর মডতা শব্দ তাও আবার গবণত বনডয় ভূে থাকা স্বাভাববক এগুডোর জনয আবম দুঃবখত ।  

সবাই আমার জনয লদায়া করডবন । 

-ডমাহাম্মাদ বজশান  

৩১ লশ জুোই ২০২০  

বসং়ো,নাডটার । 
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েোউজডিং েোদোস  অব কযোলকুলোস (Founding Fathers of Calculus) 

লকাথা লথডক আসডো কযােকুোস বনশ্চয়ই লকউ গডবষণা প়োডশানা কডর লবর কডরডে । অডনডকরই হয়ডতা জানা আডে 

কযােকুোডসর আববষ্কারক বনউটন আবার অডনডকই জাডন োইববনৎজ । বকন্তু এর লপেডন আসে ঘটনা বক । আমরা শুনডবা, 

  
এটা বেখার উডদ্দশয এই নয় লয প়োর পর পাঠডকর মডধয লকাডনা ববজ্ঞাবনর প্রবত ববরাডগর সৃবি করা অথবা তাডদর প্রবত সন্মাডনর 

অবক্ষয় হওয়া ।  

বেখবে ইবতহাডসর পাতা লথডক, 

মহাববজ্ঞানী বনউটন,বতবন সবতযই মহাববজ্ঞানী খুব লোট লবোয় সাধারণজ্ঞাডনর বইডত একটা প্রশ্ন লদডখবেোম । সববকাডের সববডেি 

পদাথবববজ্ঞানী লক? উিরটা বেডো সযার আইজযাক বনউটন । তখন এডতা বকেু জানতাম না লকন বনউটন? বক কডরডে লোকটা?সবতয 

বেডত আমার মডন হয় পদাথবববজ্ঞাডনর জগডত ওনার কাডজর বযাপকতা বুঝডত হডে আডগ একজন পদাথবববদ হডত হডব । ২০০৫ সাডে 

রডয়ে লসাসাইটি ববজ্ঞাডনর ইবতহাডস কার প্রভাব সবডচডয় লববশ এ প্রশ্ন বনডয় একটি লভাটাভুটির আডয়াজন কডর। লভাডটর ফোফডে 

লদখা যায়, এডক্ষডি বনউটন আইনস্টাইডনর লচডয়ও অবধক প্রভাবশােী । 

শুধুই পদাথবববজ্ঞান লকন পদাথবববজ্ঞাডনর অববডচ্ছদয অংশ গবণডতর জগডতও বনউটডনর জুব়ে লমো ভার । বনউটন সাধারণীকৃত বদ্বপদী 
উপপাদয প্রদশবন কডরন, একটি ফাংশডনর শূনযগুডোর আপাতকরডণর জনয তথাকবথত বনউটডনর পদ্ধবত আববষ্কার কডরন এবং পাওয়ার 

বসবরডজর অধযয়ডন ববডশষ ভূবমকা রাডখন । আমাডদর এই বই লয কযােকুোডসর জনয লয কযােকুোস গবণডতর এমন একটা শাখা লযটা 

ববজ্ঞাডনর বহু নতুন দ্বার উডন্মাচন কডরবেে । লোভনীয় এই গবণত এর আববষ্কারক লক হডত চাইডবন না । তাইডতা স্বয়ং বনউটন আর 

োইববনৎজ এই দুই মহান গবণতববদ দুজডনর মডধয কাদা লো়োেুব়ের মত ঘটনা ঘডটবেে । আসডে লক আববষ্কার কডরডে এই মহান 

কযােকুোস? এই বনডয় ইবতহাডসর পাতায় লেখা আডে বহু কথা ।  

বনউটনডক হয়ডতা সবাই লবশ ভাডো ভাডবই লচডনা,বকন্তু গবণতববদ োইববনৎজ এর সাডথ পবরচয় বকেুটা হডেও কম । োইববনৎজডক 

একটু লজডন  আসা যাক । বনউটডনর জডন্মর চার বের পডর জামবাবনর লেইপবজগ শহডর এক সম্ভ্রান্ত শহডর ওনার জন্ম । তার বযবহৃত 
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কযােকুোডসর অংকপাতন পদ্ধবত বা লনাডটশন গুডো বতব মাডন অনুসরন করা হয় । আধুবনক কবম্পউটাডরর মূে বভবি বাইনাবর পদ্ধবত 

তার উদ্ভাবন । পদাথবববজ্ঞান,জীবববজ্ঞান,সম্ভাবনা তত্ত্ব,তথয ববজ্ঞাডন তার বযাপক অবদান রডয়ডে । 

এবার আবস কযােকুোস বনডয় বনউটন োইববনৎজ এর মডধয লয কাদা লো়োেুব়ের মডতা ঘটনা ঘডটবেে লসই ঘটনায় । 

আসডে বেববনজ কযােকুোস আববষ্কার কডরন ১৬৭৪ সাডে এবং প্রকাশ কডরন ১৬৮৪ সাডে অপরবদডক বনউটন আববষ্কার কডর ১৬৬৬ 

সাডে বকন্তু প্রকাশ কডরন ১৬৯৩ সাডে(বনউটডনর িাডয়রী হডতও তা প্রমান পাওয়া যায়)। এখন লযডহতু বেববনজ আডগ প্রকাশ কডরডেন 

লসডহতু লস বেডতই পাডর লয কযােকুোস আবম আববষ্কার কডরবে। বকন্তু বনউটন বেডেন লয কযােকুোস আবম আডগ আববষ্কার কডরবে। 

এখন কাডক এর আববষ্কারডকর মযবাদা লদওয়া হডব লস বনডয় ব়ে মাডপর এক ঝগ়োর সৃবি হডো ।  

বনউটন দাবী কডরবেডেন, ১৬৬৬ সাডে বতবন কযােকুোস আববষ্কার কডরডেন। তার আববষৃ্কত কযােকুোস বেে মূেত "ফ্লাবক্সয়ন এবং 

ফু্লডয়ডন্টর পদ্ধবত"। বকন্তু ১৬৬৬ এরও কডয়ক দশক পডর বতবন প্রথমবাডরর মত এই পদ্ধবতর কথা গডবষণাপি আকাডর প্রকাশ কডরন 

। এর মডধয অবশয তার একটি প্রকাশনার বপেডনর পাতায় এ সংোন্ত সামানয বকেু কথা উড খ কডরবেডেন । অপরবদডক োইববনৎস 

১৬৭৪ সাডে কযােকুোডসর একটি ধরন আববষ্কার কডরন এবং ১৬৮৪ সাডেই তা গডবষণাপি আকাডর প্রকাশ কডরন। ১৬৯৬ সাডে 

বগডয়যাম দয লোবপতাে োইববনৎডসর কযােকুোস ববষডয় একটি লেখা প্রকাশ কডরবেডেন। অপরবদডক বনউটন ১৬৯৩ সাডে প্রথম 

কযােকুোডসর কেু অংশ প্রকাশ কডরন এবং ১৭০৪ সাডে সমূ্পণব প্রকাশ কডরন। ১৬৭৬ সাডে োইববনৎস েন্ডন ভ্রমডণ বগডয় বনউটডনর 

একটি অপ্রকাবশত পাণু্ডবেবপ লদডখবেডেন। এ কারডণই প্রশ্ন উত্থাবপত হয়, োইববনৎস বনউটডনর ধারণার উপর বভবি কডরই 

কযােকুোডসর উন্নয়ন ঘটিডয়বেডেন বক-না। এই প্রশ্ন লথডক একটি দীঘব বুবদ্ধবৃবিক বববাডদর সূচনা হয়, লক আডগ কযােকুোস আববষ্কার 

কডরবেডেন তা বনডয়। ১৬৯৯ সাে লথডক হােকা হােকা শুরু হডয় ১৭১১ সাডের পর এই বববাদ পূডণবাদযডম চো শুরু কডর। 

এই সমসযার সমাধাডন একটি তদন্ত কবমটি গঠন করা হে। মজার বযাপার লয ঐ সময় রডয়ে লসাসাইটির দাবয়ডতয বেডেন বনউটন বনডজই 

এবং পদাবধকার বডে বনউটন বনডজই হডেন ঐ তদন্ত কবমটির লহি । অডনক তদন্ত করার পডর বনউটন লঘাষনা বদডেন লয, হযা 

বনউটনই প্রথম কযােকুো আববষ্কার কডরডেন। বযাপারটা বক হাসযকর । 

 



16 
 

 

ববজ্ঞানী বস্টডফন হবকং তার আ বিফ বহস্টবর অফ টাইম গ্রডের পবরবশডি বনউটডনর একটি সংবক্ষপ্ত জীবনী সংযুি কডরডেন যাডত 

উড খ কডরন,  

বনউটডনর সাডথ আডরকটি ব়ে ধরডনর ববডরাধ বেে জামবান দাশববনক ও গবণতজ্ঞ গটবিি োইববনৎডসর । োইববনৎস এবং বনউটন 
সমূ্পণব স্বাধীনভাডব প্রায় একই সমডয় ববজ্ঞাডনর একটি নতুন শাখার উন্নয়ন ঘটান যা কযােকুোস নাডম পবরবচত। আধুবনক পদাথবববজ্ঞাডনর 

অনযতম বভবি হডচ্ছ এই শাখাটি। যবদও আমরা এখন জাবন বনউটন োইববনডজর কডয়ক বের পূডববই এটি আববষ্কার কডরবেডেন, তডব 

বতবন তা প্রকাশ কডরবেডেন অডনক পডর অথবাৎ ১৬৯৩ বিস্টাডব্দ; আর পূণব বববরণ প্রকাশ কডরবেডেন ১৭০৪ বিস্টাডব্দ। অথচ োইববনজ 

তার কাডজর একটি পূণব বববরণ ১৬৮৪ বিস্টাডব্দই প্রকাশ কডরবেডেন। মূেত োইববনডজর বযবকেন পদ্ধবতই পরবতীকাডে মহাডদশ 

জুড়ে গৃহীত হডয়বেে । লক আডগ এটি আববষ্কার কডরডেন তা বনডয় তৎকােীন ববজ্ঞানী সমাডজর মাডঝ প্রবে ববতডকব র সূিপাত ঘডট। 

দুজডনর ববরুডদ্ধ ও পডক্ষই অডনক লেখাডেবখ হয়। আশ্চডযবর ববষয়, বনউটডনর পডক্ষ বেবখত অবধকাংশ বনবিই বেে তার বনডজর লেখা 

এবং তার বিুডদর নাডম প্রকাবশত। বাগ ববতণ্ডা চেডত থাকায় োইববনজ ববষয়টি রডয়ে লসাসাইটিডত উত্থাপন কডরন। লসাসাইটির 

সভাপবত বনউটন এর সঠিক অণুসিাডনর জনয তার বিুডদর বনডয় একটি পক্ষপাবতত্বমূেক কবমটি গঠন কডরন । এই কবমটি পূণব ক্ষমতায় 

কাজ শুরু কডর ১৭১১ বিস্টাডব্দ । রডয়ে লসাসাইটির প্রবতডবদডন োইববনজডক গডবষণা কমব চুবরর দাডয় অবভযুি করা হয়। এরপর 

বনউটন নাম লগাপন কডর এক সামবয়কীডত রডয়ে লসাসাইটির প্রবতডবদডনর পডক্ষও বেডখবেডেন । োইববনডজর মৃতুযর পর বনউটন 
বডেবেডেন. োইববনডজর মন লভডঙ্গ বদডয় বতবন খুব শাবন্ত লপডয়ডেন। োইববনডজর সাডথ যখন তার ববডরাধ চেবেে তখনই বনউটন 

লকমবিজ লেড়ে চডে বগডয়বেডেন। ববজ্ঞাডনর জগৎ লেড়ে বতবন কযাথবেক-ববডরাধী রাজনীবত ও পরবতীকাডে সংসদীয় কাডজ লযাগ 

লদন। একসময় রডয়ে বমডন্টর ওয়াডিব ডনর মডতা গুরুত্বপূণব পডদ অবধবিত হন । লসখান লথডক বতবন জাে-ববডরাধী কমবকাণ্ডডক 

লজারদার কডর তুডেন। এর কারডণ অডনকডক প্রাণ বদডত হডয়বেে বডে বস্টডফন হবকং তার বইডয় বেডখডেন । 

কযােকুোডসর সব লমৌবেক তত্ত্ব লকাডনা একজন গবণতজ্ঞ লকাডনা অে সমডয়র মডধয আববষ্কার কডর লফডেনবন । বববভন্ন পদাথবববজ্ঞানী 

ও গবণতজ্ঞ বমডে ববষয়টির ধীডর ধীডর উন্নবতসাধন কডরডেন । কযােকুোস আববষ্কাডরর একটা সংবক্ষপ্ত ইবতহাস এখাডন বদোম । 

কেনববদযা বা Calculus হে আধুবনক গবণডতর একটি অতযন্ত গুরুত্বপূনব শাখা । ‘Calculus’ শব্দটি হে একটি েযাটিন শব্দ, যার অথব 

হে বশো ( stone ) । এর কারণ হে তখনকার লরামানগন গণনার কাডজ বশো বযবহার করডতন । এর কডয়ক শতাব্দী পর ‘Calculare’ 

শব্দটি বযবহার করা হত গণনা লবাঝাডত । কেনববদযার উদ্ভাবডকরা অপবরডময় কু্ষদ্র ( infinitesimally small ) সংখযাসমূহ বনডয় 

গণনা লবাঝাডত শব্দটি বযবহার করডতন । 

বিস্টপূবব তৃতীয় শতডক Archimedes সববপ্রথম ববষয়টি বনডয় চচব া শুরু কডরন । বতবন একটি অবধবৃিডক কডয়কটি আয়তাকার লক্ষডি 

ববভি কডর প্রবতটির লক্ষিফে লযাগ কডর অবধবৃিটির লক্ষিফডের আসন্ন মান বননবডয়র পদ্ধবত আববষ্কার কডরন । এরপর লক্ষিগুবের 

সংখযা বৃবদ্ধ কডর এবং প্রবতটি আয়তাকার লক্ষডির প্রস্থ অতযন্ত কবমডয় অবধবৃডির লক্ষিফে আরও সূক্ষ্মভাডব বননবয় কডরন । অবডশডষ 

আয়তাকার লক্ষিগুবের সংখযা অসীম সংখযক কডর লক্ষিগুবের অবিকয়র েদ্ধজিকি অবধবৃিটির সঠিক লক্ষিফে বনণবয় করডত সমথব 

হন । 

1612 বিস্টাডব্দ গবণতজ্ঞ Kepler একটি মদপািডক ( wine cask ) অপবরডময় কু্ষদ্র লবডধর অসংখয বৃিাকার অংডশ ববভি কডর 

মদপািটির আয়তন বনণবডয় সমথব হন । Kepler ইবতপূডবব বৃি ও উপবৃডির লক্ষিফে বনণবডয় একই পদ্ধবত প্রডয়াগ কডর সমথব হন । লয-

লকাডনা অবনয়বমত আকাডরর লক্ষি বা ঘনবস্তুর কু্ষদ্র কু্ষদ্র অংডশর লক্ষিফে বা ঘনফেগুবে লযাক কডর অংশ সংখযা অসীম সংখযক 
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কডর লযাগফডের সীমামান বনধবারডনর দ্বারা লক্ষি বা ঘনবস্তুর লক্ষিফে বা আয়তন বনধবারডনর পদ্ধবতডকই আধুবনক গবণডত বো 

হয় ‘স োকলন’ । 

সপ্তাদশ শতাব্দীর প্রথম বদডক প্রখযাত বগ্রক দাশববনক গবণতজ্ঞ Rene Descartes ( 1596-1650 ) স্থানাঙ্ক জযাবমবতডত চে স্থানাডঙ্কর 

প্রচেন কডরন যা গবণডতর ইবতহাডস এক যুগান্তকারী ঘটনা । একই সমডয় ফরাবস গবণতজ্ঞ Pierr de Fermat অডপক্ষক ও চেরাবশর 

অবত কু্ষদ্র বৃবদ্ধর অনুপাত সম্বডি আডোকপাত কডরন । 1629 বিস্টাডব্দ বতবন বডের স্পশবক অঙ্কন পদ্ধবত এবং চরম ও অবম মান 

বননবডয়র পদ্ধবত আববষ্কার কডর অন্তরকেনববদযার সূচনা কডরন । 

পরবতীকাডে Fermat-এর গডবষণার বভবিডতই Sir Isaac Newton ( 1642-1727 ) এবং Gottfried Wilhelm Leibnitz ( 

1646-1716 ) অবকেন অথবাৎ আডপক্ষক ও চেরাবশর অবতকু্ষদ্র বৃবদ্ধর অনুপাডতর সাহাডযয অডপক্ষডকর পবরবতব ডনর হার বনণবডয়র 

পদ্ধবত আডোচনা কডরন । 

পরবতীকাডে বববভন্ন ববজ্ঞানী ও গবণতববদ ববষয়টির প্রভূত উন্নবতসাধন কডরন । এডদর মডধয Gauss, Euler, Taylor, D’ 

Alembert, Lagrange, Maclaurin প্রভৃবতর নাম ববডশষভাডব উড খডযাগয । 

এবার আবস আসে কথায় ববজ্ঞাডনর লযডকাডনা আববষ্কাডরর বভবিটা একজডনর হাডত হয় না । যখন ব়ে লকাডনা সরকাবর প্রডজডের 

কাজ উডদ্বাধন করা হয় তখন একটা ব়ে-স়ে অনুিান হয় জাডনা লতা । এবার লসই অনুিাডন প্রডজডের বভবি স্থাপন করা হয় ব়ে ব়ে 

সরকাবর কমবকতব া একটুখাবন কডর বসডমন্ট ঢাডেন । এরপর শত শত েবমডকর দীঘববদডনর পবরেডমর পর সাধারণ জনগডণর জনয নতুন 

সুডযাগ সুববধা বনডয় আডস লসই প্রডজে । শত শত েবমক কাজ করডেও প্রডজে যখন পূনবতা পায় প্রডজডের পাডশ একটা ফেক 

োবগডয় লদয়া হয় লসখাডন শুধু একজন জনপ্রবতবনবধর নামই বেখা থাডক,এডতা েবমডকর নাম বেখা থাডক না,আর তা থাকাও যুবিযুি 

নয় । ববজ্ঞাডনর তত্ত্ব সূি এগুডো পুডরাপুবর এইরকম নাহডেও প্রবতটা তডত্ত্বর উৎকষব সাধডন বহু ববজ্ঞাবনর হাত থাডক,এগুডো শুধু 

একজডনর পবরেম না । বকন্তু পবরপূনব রূডপ আসার পর একজন ববজ্ঞাবনডক ওই তডত্ত্বর জনক বহডসডব লঘাষণা লদয়া হয় । কযােকুোডসর 

লক্ষডিও অডনকটাই তাই হডয়বেে একজন ববজ্ঞাবন ইংেযাডন্ড একজন জামবাবনডত লক হডবন কযােকুোডসর জনক এই বনডয় কাদা 

লো়োেুব়ে । বক দরকার বেডো এডতা ববডরাডধর আজ আমরা ববে সযার আইজযাক বনউটন,গটবিি উইবেয়াম োইববনৎজ দুজডনই 

কযােকুোডসর জনক । আজ আর লকাডনা ববডরাধ লনই,প্রবতটি জায়গায় বনউটন োইববনৎজ দুজনডকই কযােকুোডসর আববষ্কারডকর 

সন্মান লদয়া হয় ।  

অডনক অডনক সন্মান আর েদ্ধা কযােকুোডসর আববষ্কারক বনউটন আর োইববনৎজ এর প্রবত ।  

তথযসূিঃইন্টারডনট । 
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কযোলকুলোস জক জিজনস:খোয় নো  োেোয় মদয়(What is Calculus To 

eat or to use) 
কযােকুোস শডব্দর অথব কু্ষদ্র নুব়ে পাথর । আবম বববভন্ন ফডটাডশয়াবরং সাইডট কযােকুোস বেডখ সাচব  বদতাম কযােকুোস বরডেডটি সব 

েবব পাওয়ার জনয,একবার লপডয়বেোম বকিবনর েবব,হয়ডতা বকিবনডত লোট লোট পাথর হয় এই জনয বকিবনর েবব এডসবেে । 

যাইডহাক,ডতামরা যখন বই খুডেডো বনশ্চয়ই জাডনা এটা গবণডতর বই । তাহডে গাবণতীক ভাডবই ববে কযােকুোস  গবণডতর এমন 

একটা শাখা লযখাডন ফাংশডনর পবরবতব ন হার হসাব করা হয় অথবা লকাডনা বেডরখা দ্বারা আবদ্ধ লক্ষডির লক্ষিফে বননবয় করা হয় । 

এইডয ফাংশডনর পবরবতব ন হার বননবয় অথবা বেডরখা দ্বারা আবদ্ধ লক্ষডির লক্ষিফে বননবডয়র এই ববদযার নাম কযােকুোস । বিয়ার? 

জাবন একটুও বিয়ার না । আমার এই কথা গুডো লথডক প্রথম কযােকুোস শুরু কডরডে এমন মানুষ বকেুই বুঝডব না,লবাঝা লতা দূডরর 

কথা এমন কঠিন শব্দ লপডে অডনডকই প়ো লেড়ে পাোডব । যবদ এখনই কযােকুোডসর গাবণতীক বহডসডব চডে যাই ফাংশন নদীর 

প্রবতটি বাডক বাডক ধাক্কা লখডত হডব লতামাডদরডক । কাডজই কযােকুোস বক বজবনস জানার আডগ ফাংশন সম্পডকব  লবশ ভাডোভাডব 

জানডত হডব । তাই কযােকুোস বনডয় প়োডশানা শুরুর আডগ লয বজবনস গুডো জানডত হডব লসগুডো বনডয় সাজাডনা হডয়ডে আস্ত 

একটা অধযায় । আমডদর শুরুর অধযায় জপ্র-কযোলকুলোস  
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লোট লোট বকেু বহসাব আর গে বদডয় চডো ফাংশডনর ধারণাটা লদয়া যাক ।  

েোিংশন(Function) 

আজকাে আমরা সবাই দূর-দূরাডন্ত লযাগাডযাডগর জনয লমাবাইে লফান বযবহার কবর । লতা সবাই জাডন বসম লকাম্পাবন লদডশর সরকার 

লকউ খুব একটা ভাডো মানুষ না তারা চায় টাকা!  
লতা ধডরা কেডরট এক পয়সা এক বমবনট কথা বেডত  তাহডে 60 cent মাডন 0.6 টাকা । এটা বনডব বসম লকাম্পাবন এরা আবার 

লদডশ লতা বি বযবসা কডর না । মাডন সরকার করডত লদয় না । এডদর কাে লথডক বকেু টাকা লনয় । ধডরা,ডকাডনা লদডশ কেডরডটর 

20%  আবার সরকাবর শুল্ক বহডসডব লনয় । 

মডন কডরা,লকউ t বমবনট কথা বেডব তাহডে লমাট কডতা টাকা োগডব আমরা লসটা লবর করডবা । 

ধডর বনবচ্ছ, x টাকা োগডব, 

𝑥 = খরচ + সরকাবর শুল্ক 

𝑥 = (সময় × কেডরট) +  খরচ × ২০%  

𝑥 = 0.6 × 𝑡 + (0.6 × 𝑡) × 20%  

⇒ 𝑥 = 0.6 × 𝑡 + (0.6 × 𝑡) × 20% 

 ⟹ 𝑥 =
3𝑡

5
+ (

3𝑡

5
×

20

100
)  

𝑥 =
3𝑡

5
+

3𝑡

25
     

𝑥 =
18

25
𝑡 

সহজ একটা বহসাব একটু মজা করার জনয লববশ ধাডপ করোম । কাডরা কাডরা কাডে হয়ডতা ববরি োগডত পাডর । এবার আমরা 

একটা রাবশ লপডয় লগবে লযটা বদডয় খুব সহডজ কতক্ষণ লফাডন কথা বেডত কডতা খরচ হয় তা লবর করা যায় । বনডচ বহসাডবর 

একটা লটববে বদোম  

স য়(t) জ জনট 1 3 5 7 9 

খরচ(x) Taka 0.72 2.16 3.6 5.04 6.48 

 

লদখডতই পাডচ্ছা t এর সাডথ  x এর একটা সুন্দর সম্পকব  আডে এটা লথডক চাইডে t এর লযডকাডনা মাডনর জনয x লবর করা যায় । 

তাহডে বক পাওয়া লগে একটা সুন্দর সম্পকব  t আর  x এর । তাই না!! এই সম্পকব টার বক নাম বদডবা একটা বরডেশন?ডপ্রম বক এটাডক 

লপ্রম বো যাডব? এই সম্পকব গুডোডক বক বো যায় লসই উির বদডবা একটু পডর,প়েডত থাডকা সব লপডয় যাডব । 
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এবার যবদ বো হয়, কত টাকা খরচ হডো লসটা লথডক কত সময় কথা বডেবে লসটা লবর করডবা । লবশ সহজ তাই না?আডরা একটা 

সুন্দর সম্পকব  ।  

𝑡 =
25

18
𝑥 

এবাডরর লটববে বানাডনা আমার জনয খুব সহজ শুধু কবপ কডর সময় আর খরচ পরস্পডরর জায়গা বদডে বদডেই হডো 

খরচ(x) Taka 0.72 2.16 3.6 5.04 6.48 

স য় (t) জ জনট 1 3 5 7 9 

 

একটা ববষয় লখয়াে কডরা,t যখন ইডচ্ছ হডচ্ছ বনডজর মান পােডট লফেডে তার ইডচ্ছ মডতা  t এর লখয়াে খুবশমত আসডে  x এর মান 

। t লক খুবশ করার জনয  x উপযুি মূেয পবরডশাধ করডে । ঠিক লযন একটা লেডে একটা লমডয়র জনয সব বদডয় বদডচ্ছ বনডজডক পােডট 

লফেডে তার োডশর জনয,বজায় রাখডে একটা সুন্দর সম্পকব  ।  

এবার একই ভাডব x এর বববভন্ন মান গুডো বদডয় যবদ জানডত চাওয়া হয় t  কডতা? তাহডে শুধুই একটা ববপরীত প্রবেয়া ঘডট  আডগর 

লটববে লথডক যখন x এর মান গুডো বসাডনা হয় তখন ঠিক আডগর সম্পকব টাই বফডর আডস । এর অথব বক x,t  দুজডনই একটা সম্পকব  

লমডন চডে । এডক অপডরর মন মডতা চেডত পাডর এই সম্পডকব র নাম লদয়া হয় ফাংশন ।  

𝑥 =
18

25
𝑡 

এখাডন t লযডকাডনা মান গ্রহন করডত পাডর বনডজর ইডচ্ছ মডতা চেডত পাডর তাই এর নাম হডো চেক । x হডো এমন লকউ লয t এর 

লখয়াে খুবশ মডতা বদোয়, t এর উপর বনভব রশীে x . এজনয x লক বো হয় t  চেডকর ফাংশন । 

এবার আমরা আডরা একটা কাজ কডরবেোম লসটা হডো x এর মান লথডক t  লবর করডত লপডরবেোম । তখন বকন্তু x পবরবতব ন হবচ্ছে 

আর x এর লখয়াে খুবশমত মান বদবচ্ছে t । এই লক্ষডি চেক x আর x চেডকর ফাংশন t   

লটববে দুইটা লথডক েক্ষয কডরা, 

x যবদ বডে 3  বমবনট  কথা বোর জনয আমার মান 2.16  তাহডে ববপরীত েডম t  বডে কথা বোর সময় 3  হডে খরচ হডব 2.16 

একটাই সম্পকব  দুজডনই রক্ষা কডর চডেডে আমরা ববে x হডো t এর ফাংশন t জানডে x জানা যায়  

ববপরীত ভাডব লদখাোম, x জানা থাকডে t জানা যাডব আডগর মডতা একই কথার পুনরাবৃবি হয় শুধু ববপরীতেডম । তাই এডক বো 

হয় ববপরীত ফাংশন ।  

এই বনডয় আবার পডর কথা হডব । 

গবণডতর জগডত লযডকাডনা গাবণতীক কাজডকই একটা ফাংশন বো যাডব । লযমন ৩ আর ৫ লযাগ কডর হয় ৮ এটাও একটা ফাংশন 

। ৮ দতরীর ফাংশন!! 

এভাডব, লযাগ(৩,৫)=৮ 

Add(3,5)=8  
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এডতাক্ষণ লয সহজ ফাংশন বনডয় কথা বেোম লসটার বদডক একবার তাকাডনা যাক ।  

 

এই ফাংশনটার একটা অংশ ইডচ্ছ মডতা পাডল্ট বদডয় কডতা বমবনট কথা বেডত কডতা টাকা োগডব তা লবর করা যায় । মাডন এটা 

একটা চেরাবশ বকন্তু আডরা একটা অংশ আডে লযটা সব সময় একই থাকডব ইডচ্ছ করডেই পবরবতব ন করা যাডব না । একদম আডোর 

লবডগর মডতা !!শূডনয চোর সময় আর লকাডনা প্রভাব না থাকডে বকেুর প্রভাব না থাকডে লযখান লথডক লযভাডবই মাপুন মান একই  

লয অংশটার অনয মান গ্রহন মাডন চোর ক্ষমতা আডে তার নাম চেক । আর লয অংশটা একদম অপবরববতব ত থাডক লসটা লতা ধ্রুব 

এর নাম হডো ধ্রুবক ।  
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ফাংশন বজবনসটা ঠিক এই রকম েববডত েক্ষয কডরা ফাংশন যা খাডচ্ছ তার আউটপুট বহডসডব বহসাব বনকাশ কডর লবর কডর বদডচ্ছ 

। সাধারণ ভাডব Function এটা তার নাডমর ইংডরবজ বানান এই কারডন লস f লেখা টুবপ পডর আডে ।  

লতা ফাংশন উপডর আকা ওই কাটুব ন গুডোর মডতা । ওডদর লখডত লদয়া হডে খায় তারপর আউটপুট লবর কডর লদয় । তডব সব বকেু 

লখডত পাডর না,আর লখডত পারডে এবং লখডয় আউটপুট বদডে তডবই ফাংশন বো হয় নাহডে না । মাডন বুঝডত পারডো উপযুি 

খাবার ইনপুডট বনডয় তার আউটপুট লদয়া লমবশন টাইডপর বজবনস এই ফাংশন । 

আমাডদর আডোচনার x লস t  এর একটা ফাংশন অংক করার সময় লতা এই রকম কাটুব ন আকা সম্ভব না তাই, একটা প্রতীক বদডয় 

ফাংশনডক বেখা হয় ।  

লযমন আমাডদর t চেডকর ফাংশনটাডক এভাডব লেখা যাডব 𝑥 = 𝑓(𝑡) 

𝑓(𝑡) =
18
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𝑡 

এবার যবদ ফাংশডনর আউটপুট t না হডয় অনয বকেু হয় তাহডে ঠিক একই ভাডব 𝑓(1), 𝑓(2), 𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏) এই রকম ।  

ফাংশডনর আডরা বকেু সাধারন প্রতীক হডত পাডর লযমনঃg(),h(),… 

এই বেে ফাংশডনর বযাবসক লবশ সহজ একটা আডোচনা বকন্তু বাস্তবতা এডতা সহজ না । বাস্তব জীবন সব জটিে ফাংশডন ভরা । 

যত জটিে বজবনস তত সুন্দর!! 

গবণডতর সব বকেুই বাস্তব জীবডনর সাডথ বমডে যায় । আমাডদর বাস্তব জীবডন এবং রসহযময় ববশ্বপ্রকৃবতডত হাজাডরা জটিে কঠিন 

সম্পকব  থাডক লসগুডোর সবই ফাংশন । একটা সম্পকব  বা অন্বয় ফাংশন হডবই এমন লকাডনা কথা লনই । বযাপারটা একটু উদাহরন বদডয় 

লবাঝাডনা যাক ।  

জরকলশন আর েোিংশন(Relation and Function) 

লযডহতু পাঠডকরা লমাটামুটি সবাই টিডনজার কাডজই একটু লপ্রডমর গে লশানাই । আশাকবর ভাডোই োগডব ।  

একটা লেডে লমডয় যখন একটা সম্পডকব র মডধয থাডক তাডদর দুই পডক্ষরই অডনক যত্ন বনডত হয় সম্পডকব র প্রবত । কাডরা একটু 

অবডহো সম্পকব টাডক একদম নি কডর বদডত পাডর । বিুত্ব,ভাডোবাসা লয সম্পকব ই লহাক টিডক থাকার জনয চাই পরস্পডরর প্রবত 

ববশ্বাস । যবদ এই বজবনসটা না থাডক যত মজবুত সম্পকব ই থাক টিডক না । একটা সম্পডকব র মডধয থাকা কখডনাই সহজ কাজ না । এর 

অথব বক জাডনা কাডরা মডনর মডতা কডর চো,কাডরা মডনর মডতা হওয়া,অডনক অডনক দাবয়ত্ব-কতব বয আর সহয করার ক্ষমতা । একটা 

বরডেশন (গবণডতও বরডেশনই বো হয়) তখনই বাস্তব হয় বা স্বাথবক হয় যখন দুইজন মানুষ পরস্পডরর সাডপডক্ষ আডপক্ষক হডয় 

চেডত পাডর । কথাটা আডরকটু বিয়ার কবর ধডরা একটা লেডে সব সময় একটা লমডয়র মডনর মডতা হডয় চডে,তার জনয বনডজর সবটা 

বদডয় বদডত প্রস্তুত এক কথায় যাডক বডে চেডকর জনয ফাংশন লযভাডব বববভন্ন মাডনর হডয় যায় ঠিক লসই রকম । বকন্তু এডতা বকেুর 

পডরও লদখা যায় ওপাশ লথডক আসডত পাডর অবডহো,একজডনর জনয আডপক্ষক হডয় যাওয়ার পডরও লদখা যায় ওপাডশর মানুষটার 
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সামানযতম দূববেতা লনই । সামানয লকাডনা কারডন মূেযহীন হডয় যায় সববকেু ওপাশ লথডকই চুডক যায় সম্পকব  । গবণডতও এমন হয়! 

একটু পডর লবাঝাবচ্ছ । চডো একটু উদাহরন বদডয় লবাঝাডনা যাক । এবাডরর উদাহরনটা একটু লববশ বাস্তববাদী করার লচিা করডবা ।  

এডতাক্ষণ যা বুঝাোম লসই অনুযায়ী, “ফাংশন হডো এমন একটা অন্বয় বা সম্পকব  লযখাডন দুইজন গাবণতীক জগডতর বাস্তব বজবনস 

সম্পকব টাডক টিবকডয় রাডখ ” 

গাবণতীক অন্বয় লকমন বজবনস একটু গাবণতীক ভাডব বুঝাডনা যাক ।  

ধডরা, y = 2x + 3 

 
এখাডন y আর x এর মডধয একটা সম্পকব  লদবখডয়বে । x এর বববভন্ন মাডনর জনয y এর বববভন্ন মান পাওয়া যায় । এখাডন x এর মান 

গুডোডক বো হয় লিাডমন আর y এর মান গুডোডক লকাডিাডমন । এখন পযবন্ত বকন্তু এটা একটা সম্পকব  এই সম্পকব  ফাংশন হডতও 

পাডর নাও পাডর । যবদ ফাংশন হয় তখন লকািডমনডক আবার লরঞ্জ বো হয় । চডো ববষয়টা আডরা বিয়ার করা যাক । 

বাস্তব জীবডন লয ঘটনা ঘটা সম্ভব বা লয ধরডনর সম্পকব  আসডেই থাকা সম্ভব তাডকই লকবে ফাংশন বো যায় । গাবণতীক ফাংশডন 

সম্পকব  থাডক লিাডমন লরডঞ্জর মডধয । বাস্তব জীবডনও একটা ঘটনায় পরস্পর সম্পবকব ত দুইটা ববষয়ডক লিাডমন লরঞ্জ ধডর একটু বিয়ার 

করার লচিা করা যাক । তার আডগ মডন কবরডয় লদই, একটা ফাংশন 𝑓(𝑥) । লসই ফাংশডনর লিাডমন মাডন লযগুডোর জনয আসডেই 

ফাংশনটা সঙ্গাবয়ত হয় লসগুডোর সংগ্রহ । ওই লিাডমডনর একটা উপাদান 𝑥1 হডে লরঞ্জ 𝑓(𝑥1) এটা লতা বিয়ার ।  

এখন বাস্তব জীবডন একটা ঘটনা ঘটডে তা হডো বকেু সংখযক গাব়ে একটা প্রবতডযাবগতায় অংশগ্রহন করডে যাডক কার লরস বো হয় 

। প্রবতটা লরস কাডরর একটা লবগ আডে তাই না? বকন্তু যবদ লকাডনা গাব়ের  লবগ না থাডক,শুধু ট্র্যাডকর উপর দাাঁ ব়েডয় থাডক তাহডে 

ওই গাব়ে প্রবতডযাবগতার অন্তভুব ি হডব না । এখাডন গাব়ে গুডোডক আমরা ধডর বনবচ্ছ লিাডমন আর তাডদর লবগডক ধডর বনবচ্ছ লরঞ্জ । 

এবার এডদর মডধয লবশ বকেু ধরডনর সম্পকব  দতরী করা যাক । 
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আমরা এখাডন ফাংশডনর লিাডমন অথবাৎ, গাব়ে গুডোডক বনডদব শ করডবা 

𝑐1(১ নম্বর গাব়ে), 𝑐2(২ নম্বর গাব়ে), 𝑐3(৩ নম্বর গাব়ে), … আসে লরডস লযমন প্রবতটা গাব়ের গাডয় নম্বর লেখা থাডক ঠিক 

লসইরকম ।  

আর আমাডদর লরঞ্জ বহডসডব আডে গাব়ের লবগ লসগুডো এভাডব বনডদব শ 

করডবা, 𝑉1(১ নম্বর গাব়ের লবগ), 𝑉2(২ নম্বর গাবি্র লবগ), 𝑉3(৩ নম্বর গাব়ের লবগ), …এভাডব 

েববডত গাব়ে আর তাডদর লবডগর মডধয সম্পকব  লদখাডনা হডোঃ 

 
 

েজব-১ 

 
েজব-২ 

 
েজব-৩ 

প্রথম েববডত লদখাডনা হডচ্ছ বকেু গাব়ে প্রবতডযাবগতায় অংশ বনডচ্ছ এবং তাডদর প্রডতযডকর একটা 

বনবদব ি লবগ রডয়ডে । খুব সুন্দর ভাডবই প্রবতডযাবগতাটা সম্পন্ন হডচ্ছ । এমন ঘটনা অহরহ ঘডট । 

কাডজই ফাংশডনর লিাডমন লরডঞ্জর মডধয এমন সম্পকব  থাকডে তা অবশযই ফাংশন হডব । একই 

সাডথ এখাডন ফাংশডনর একটা লিাডমডনর জনয লরডঞ্জর একটা মান পাওয়া যাডচ্ছ কাডজই এটা 

একটা এক-এক ফাংশন । 

 

বদ্বতীয় েববডত লদখাডনা হডচ্ছ ৩ এবং ৪ নম্বর গাব়েটা একই লবডগ চেডে । একটা লরডস এমন ঘটনা 

খুব একটা বববচি না এটাও একটা ফাংশন । তডব এই ফাংশনডক আডগর মডতা এক-এক ফাংশন 

বো যাডব না । 

 

এখাডন লদখাডনা হডচ্ছ প্রবতটা লরস কারই সমান লবডগ চেডে । এই ঘটনা ঘটাও সম্ভব যবদও তাডত 

লরডসর ফোফে জানা একটু কিকর হডত পাডর । তডব এমন ঘটনা লযডহতু সম্ভব কাডজই ফাংশডনর 

লিাডমন লরডঞ্জর মডধয এমন সম্পকব  থাকডে লসটা ফাংশন । 
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েজব-৪ 

 
 

েজব-৫ 

 
েজব-৬ 

লরস শুরু হডয় লগডে অথচ ১ নম্বর গাব়ে চেডে না লকাডনা লবগ লনই,এখডনা ট্র্যাডকই 

উডঠ বন । ট্র্যাডক উঠডে নাহয় লবগ ০ বেখা থাকডতা তাও লনই । সুতরাং,এটা সম্ভব নয় 

। লিাডমন লরডঞ্জর মডধয এমন ঘটনাডক ফাংশন বো যাডব না । 

 

এডক্ষডি 𝑣4 লবডগ লকাডনা লরস কার চেডে না । আচ্ছা এমন লকাডনা লরস আডে 

লয এই ধরডনর শতব  থাডক অন্তত ১৫০ বকডোবমটার/ঘন্টা লবডগ একটা গাব়ে চেডতই 

হডব । থাডক না কখডনাই । তাহডে এই ঘটনাও সম্ভব । লিাডমন লরডঞ্জর এমন 

সম্পকব ডকও ফাংশন বো যাডব । 

 

এখাডন বো হডচ্ছ ২ নম্বর গাব়ে একই সাডথ 𝑣1, 𝑣2 লবডগ চেডে আবার ৩ নম্বর গাব়ে 

একই সাডথ 𝑣3, 𝑣4 লবডগ চেডে । একই গাব়ে একই সাডথ দুইটা বভন্ন লবডগ চেডে । 

এও সম্ভব মডন হয়? যাইডহাক এমন গাজাখুবর ঘটনা সম্ভব না তাই লকাডনা গাবণতীক 

সম্পডকব র লিাডমন লরডঞ্জর মডধয এমন ঘটনা ঘটডে লসটা ফাংশন হডব না ।  
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তাহডে বুডঝডো আসে বযাপারটা লকাডনা অন্বডয় লিাডমডনর একটা মাডনর জনয যবদ লরডঞ্জর একাবধক মান পাওয়া যায় বা একদম 

নাই পাওয়া যায় তাহডে লসই অন্বয় ফাংশন হডত পাডর না । বাবক সব লক্ষডি ফাংশন হডব । বসম্পবে যবদ এইভাডব েবব বদডয় যবদ 

অন্বয় লদখাডনা হয় তাহডে লখয়াে করডত হডব লযন লিাডমন লথডক কখডনাই দুইটা তীর না লবর হয় । অথবা এমন ও হওয়া যাডব 

না লয লিাডমন লথডক লকাডনা সম্পকব  বনডদব শক তীরই লবর হয় বন ।  

পরীক্ষায় অহরহ এইরকম েবব বদডয় বো হয় লকানটা ফাংশন আর লকানটা ফাংশন নয় ।  

লযডহতু x এর জনয y এর কয়টা মান পাওয়া যাডচ্ছ লসটা জানা থাকডেই জানা সম্ভব অন্বয় ফাংশন হডব বকনা তাই আমরা একটা 

অন্বডয়র গ্রাফ লদডখই বডে বদডত পারডবা লসটা ফাংশন হডব বকনা । এই বনডয় আবার কথা হডব ফাংশডনর গ্রাফ বচডির অধযাডয় ।  

ফাংশন একটা যডের মডতা লস একটা ইনপুট বনডয় ফোফে লদয় । ধডরা একটা ফাংশনঃ F(x)=2x+3  

তাহডে, F(<3  )= 2 <3 + 3 

যবদ হয়, F(ToT  )= 2 ToT +3 

এই রকডমর । বিয়ার লতা?  

আসে কথা ববে সমূ্পনব গবণতটাই বববচি ধরডণর ফাংশডনর আডোচনায় ভবতব  ।আমরা বববচি রূডপর ফাংশন গুডোডক লদখডবা একটু 

একটু কডর  
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সূচক েোিংশন(Exponential Function)  

লতামরা বাডয়ােবজডত পড়েডো বযাডেবরয়ার বংশ বৃবদ্ধ হয় বকভাডব, বাইনাবর বফশন তাই না । মাডন একটা লকাষ লথডক দুইটা হয় । 

আবার প্রবতটা লকাষ ববভাবজত হডয় আবার দুইটা হয় এভাডব চেডত থাডক । লসটাও ফাংশন অনয এক ধরডনর ফাংশন ।  

বনডচর েববডত বযাডেবরয়ার বংশ-বৃবদ্ধর একটা েবব লদখাডনা হডোঃ 

 

মডন কডরা বযাডেবরয়ার লকাষ একবার ববভাবজত হডত সময় োডগ ৬ ঘন্টা । যবদ প্রথডম একটা বযাডেবরয়া থাডক তাহডে ৬ ঘন্টা পর 

হডব দুইটা এবার লসই দুইটা নতুন বযাডেবরয়া যবদ আবার প্রডতযডকই ববভাবজত হয় তাহডে পরবতী ৬ ঘন্টায় নতুন বযাডেবরয়ার 

সংখযা হডব 2 × 2 

আডরা ৬ ঘন্টা পর নতুন বযাডেবরয়া দতরী হডব 2 × 2 × 2  
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এভাডব চেডত থাকডব । এখাডন একটা বজবনস েক্ষয কডরা বযাডেবরয়ার সংখযা বৃবদ্ধ একটা বনয়ম লমডন হডচ্ছ তা হডো প্রবত ৬ ঘন্টা 

পর নতুন জন্মাডনা বযাডেবরয়ার সংখযার জনয আডগর বাডর জন্মাডনা সংখযাডক ২ বদডয় গুন । মাডন শুরু লথডক যত গুডো ৬ ঘন্টা 

পার হডয়ডে তত গুডো ২ এর গুনফে ।  

ধডরা,বো হডো t সময় পডর নতুন কডতা গুডো বযাডেবরয়া জন্মাডব  

ধরা যাক t সমডয় x সংখযক ৬ ঘন্টা পার হডয়ডে তাহডে শুরু লথডক t সময় পডর নতুন জন্মাডনা বযাডেবরয়ার সংখযা হডো 

 𝑦 = 2𝑥 

আবার,লমাট সময় 𝑡 = 6𝑥 ⟹ 𝑥 =
𝑡

6
 [লযডহতু t সময়টা লমাট x সংখযক 6 ঘন্টা] 

েক্ষয কডরা, t আর x একটা সম্পকব  লমডন চডে অথবাৎ,  t  বকন্তু x  এর ফাংশন আবার, y আর x একটা সম্পকব  লমডন চেডে 

অথবাৎ,y,x এর ফাংশন  

y লক  t  বা x দুইটার ফাংশন বহডসডবই লেখা যাডব । বনডচর মডতা কডর 

𝑦 = 𝑓(𝑥) = 2𝑥;  𝑥 =
𝑡

6
 

 𝑦 = 𝑓(𝑡) = 2
𝑡
6 

আবার,x=f(t) লেখা যাডব তাহডে y=2𝑓(𝑡) 

লবশ মজার বজবনস বকন্তু ফাংশডনর লভতর ফাংশন । এটাডক বো হয় বভতর ফাংশন ।  

এখাডন একটা বজবনস েক্ষয কডরা ফাংশন বযবহৃত হডচ্ছ ঘাত বহডসডব এজনয এই ধরডনর ফাংশনডক বো হয় এক্সডপাডননবশয়াে 

ফাংশন Exponential Function  

এবার একটা Exponential Function এর জনয অনুরূপ লটববে দতরী করা যাক ।  

ধডরা ফাংশনটা 𝑦 = 3𝑥 

x 1 2 3 4 5 

y 3 9 27 81 243 
 

মডন আডে এর আডগর বার কথা বোর সমডয়র বহসাব করার সময় কডতা বমবনট কথা বো হডয়ডে লসটা লথডক কত খরচ হডব তা 

লযমন লবর কডরবেোম একই সাডথ আবার কত টাকা খরচ হডয়ডে তা লথডক কডতা বমবনট কথা বো হডয়ডে লসটাও লবশ সহডজই 

লবর করডত লপডরবেোম এবাডরর ফাংশনটা  x লথডক  y এ ববণবত  x এর মান জানডে লসটা  3 এর মাথায় ববসডয় সহডজই  y লবর 

করা যায় বকন্তু  y লথডক  x বকভাডব লবর করডবা? লতমন উপায় বক আডে? 
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লতামাডদর হয়ডতা উপায় জানা আডে বকন্তু আমার লনই অন্তত বেখডত বডস বকেুই মডন পরডে না । কারন আবম চাই লতামাডদর 

সববকেু পুনঃআববষ্কাডরর স্বাদ বদডত!!  

আমার মডন প়েডে গ্রাডফর কথা মডন আডে লতা গ্রাডফ দুইটা সমীকরডণর লস্কচ আডকা আকডে তারা লয ববনু্দডত বমডে যায় লসটাই 

হডো তাডদর সমাধান । 

এবার ধডরা আমাডদর একটা ফাংশন লদয়া হডয়ডে 𝑦 = 3𝑥 এবার বো হডো y=5 তাহডে x কডতা?  

আবম গ্রাফ এডক এটা লবর করার লচিা করবে । লদডখা আমার সমীকরণ দুইটা মাডন 𝑦 = 3𝑥 , y=5 এরা গ্রাডফ একটা ববনু্দডত 

লেদ কডরডে । তার মাডন এই ববনু্দডত x এর মান যত 3 এর উপর তত পাওয়ার বসাডেই 5 পাওয়া যাডব । 

এইডয গ্রাফ কডর সমাধান করোম এই কাজটা সহডজ খাতা কেম বা কযােকুডেটডর করা হয় লয পদ্ধবতডত তার নাম লদয়া হডয়ডে 

েগ বা েগাবরদম । 

এডতাক্ষডণর আডোচনা যবদ বুডঝ থাডকা তাহডে েগাবরদম আর বকেুই না লকাডনা বকেুর উপর ঘাডতর মান লবর করা ।  

একটু শুদ্ধ কডর সূচক ফাংশডনর ববপরীত ফাংশন!! 

উপডরর ফাংশনডনর লক্ষডি 3𝑥 = 5  
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তাহডে x=log3 5 কযােকুডেটডর লদখডত পাডরা,  3log3 5 
= 5 

উপডরর আডোচনা লবাঝার বভবিডত এবার আডরা একটা ফাংশন লনয়া যাক 𝑦 = 𝑎𝑥 

এইবার বডো x এর মান কডতা? 

বনশ্চয়ই সবাই বুডঝ বেডো 𝑥 = 𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑦 

এটাডক এভাডব প়ো হয় x সমান েগ a বভবিক  y । েগাবরদডমর বভবি বহডসডব লযডকাডনা সংখযা বযবহৃত হডত পাডর । তডব 

একটা ববডশষ অমূেদ  রহসযময় সংখযা েগাবরদডমর বভবি বহডসডব বযবহার করডে লবশ বকেু সুববধা পাওয়া যায় । 

 লসই সংখযাটা হডো e । লকন e হডো অনয লকাডনা সংখযাও লতা হডত পারডতা? 

আসডে বযাপারটা হডো,e এমন একটা সংখযা যা লযডকাডনা সুচকীয় ফাংশডনর বভবিরূডপ বযবহার কডর প্রকাশ করডে লসই 

ফাংশনটাডক অসীম ধারায় ববসৃ্তত করা যায় এজনয মূেত এর এডতা কদর এো়োও এটার আডরা অডনক বযবহার আডে । লসগুডো 

আডস্ত আডস্ত জানাডবা । চডো e বনডয়ই একটা গে বেখা যাক । 

e এর গল্প(The story of e) 
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চেবৃবদ্ধ মুনাফা বা সুডদর সুদ এই বজবনসটার সাডথ লমাটামুটি সবাই পবরবচত । বাস্তব অভীজ্ঞতা না থাকডেও অন্তত িাস বসক্স-ডসডভডনর 

গবণত বই চেবৃবদ্ধ মুনাফার সাডথ পবরচয় কবরডয় লদডবই!  

এই চেবৃবদ্ধ মুনাফা লযমন টাকার লক্ষডি বহসাব লবর কডর ঠিক একই ভাডব বাস্তব জীবডনও এই বযাপারটা বযাপকভাডব জব়েত । লযমন 

একটা ভাইরাস কণা যখন জীবডদডহ প্রডবশ কডর মুহূডতব র মডধযই আডরা শত শত ভাইরাস দতরী হয় ।ভাইরাডসর একটা ববশাে দে 

দতরী হয় । এই পুডরা দডের প্রডতযকটা সদসয লথডক মুহূডতব র মডধযই আবার এমন শত শত ভাইরাস দতরী হডত থাডক এভাডব চেডতই 

থাডক । ঠিক লযন সুডদর সুদ হডচ্ছ । প্রকৃবতডত এমন অসংখয ঘটনা ঘডট যার প্রডতযকটার মডধযই রডয়ডে এমন সূচকীয় বৃবদ্ধ । আমার 

মডন হয় বযাংডক চেবৃবদ্ধ মুনাফার লক্ষডি বহসাবটা লববশ সহজ হডব,আবার লমাটামুটি বাস্তব জীবডনর সাডথ বমডেও যাডব আমরা লসই 

ঘটনাডতই যাবচ্ছ ।  

ধডর বনবচ্ছ,বযাংডক লয আসে রাখা হডো তার পবরমান p (principal) এই আসডের উপর বনবদব ি t সময় পর পর r হাডর মুনাফা লদয়া 

হয় । আমাডদর বহসাব সহজ করার জনয এডক্ষডি ধডর বনবচ্ছ 1 বের সময় পর পর p টাকার উপর r হাডর মুনাফা বদডচ্ছ  

1 বের সময়কাে পডর প্রাপ্ত মুনাফার পবরমান I 

𝐼 = 𝑝𝑟. 1  
1 বের লশডষ বযাংক অযাকাউডন্ট লমাট টাকার পবরমান হডব 𝐶1 = 𝑝 + 𝑝𝑟  

⟹ 𝐶1 = 𝑝(1 + 𝑟) 
বদ্বতীয় বেডরর জনয আসে হডব 𝐶1  

তাহডে বদ্বতীয় বের পডর লমাট মুনাফা আসে  𝐶2 = 𝐶1𝑟 + 𝐶1  

⟹ 𝐶2 = 𝐶1(1 + 𝑟) 
⟹ 𝐶2 = 𝑝(1 + 𝑟)2   

তৃতীয় বেডরর জনয আসে 𝐶2  

তৃতীয় বের লশডষ মুনাফা-আসে 𝐶3 = 𝐶2 + 𝐶2𝑟  

⟹ 𝐶3 = 𝐶2(1 + 𝑟) 
⟹ 𝐶3 = 𝑝(1 + 𝑟)3 

এভাডব t বের সময় ধডর চেডত থাকডে ওই সময় পডর মুনাফা-আসে  

𝐶𝑡 = 𝑝(1 + 𝑟)𝑡 
এই ববষয়টা লবশ সরে প্রকৃবত চডে আডরা লববশ কঠিন বনয়ডম । বনবদব ি সমডয় শুধু একবার না বার বার হার পবরবতব ন কডর বা়েডত থাডক 

প্রকৃবতর বববভন্ন সূচকীয় ঘটনা ।  

ববষয়টা লকমন মুনাফা আসডের উদাহরন লথডকই আডরা বিয়ার করা যাক আডগ এক বের যাওয়া পর বনবদব ি হাডর বহসাব কডর মুনাফা 

লদয়া হত । তার সাডথ আসে লযাগ কডর যত হত লসই পবরমান টাকা আবার পডরর বেডরর জনয আসে বহডসডব থাকডতা আবার 

একইভাডব সমান হাডর মুনাফা বহসাব করা হডতা এভাডব চেডতই থাডক । এবাডর আডরকটু জটিে হডচ্ছ ববষয়টা প্রবত বেডর শুধু একবার 

না তার ও লববশ বার সুডদর সুদ বহসাব করা হডব!! আর হার কডতা লদয়া হডব লসটা হডচ্ছ বেডর লমাট লয কয়বার মুনাফা বহসাব করা 

হডচ্ছ এক বেডর লয হার বেে লসই হার ওই সংখযা বদডয় ভাগ করা হডব ।  
আডরকটু বিয়ার করা যাক ধডরা বযাংডক একটা লসবভং অযাকাউন্ট খুডেডো বযাংক বেডে বেডর ১৬% হাডর চেবৃবদ্ধ ইন্টাডরস্ট বদডব । 

তার সাডথ আডরা একটা কথা বেডে না বেডর শুধু একবার নয় েয় মাস পর পর ৮% হাডর দুইবার চেবৃবদ্ধ হাডর মুনাফা বদডব । মাডন 

এক চেবৃবদ্ধর মডধয আডরক চেবৃবদ্ধ । প্রকৃবতডত এমনই ঘডট এবং লসটা আর জটিে বনবদব ি সমডয়র মডধয একটা চেবৃবদ্ধ আডরা 
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কডতাবার চেবৃবদ্ধডত ববভি হডত পাডর তার লকাডনা বহসাব লনই । এই চেবৃবদ্ধডক বক বেডত পাবর জটিে চেবৃবদ্ধ বযাংডকর ভাষায় 

হয়ডতা Compound-complex profit বো লযডত পাডর!! 

চডো সরে চেবৃবদ্ধ মুনাফার বভতডর আডরক চেবৃবদ্ধডত বক ঘটনা ঘডট লসটা বহসাব করা যাক ।আডগর বাডর সরে চেবৃবদ্ধর লক্ষডি 

বনবদব ি সময় সূচক রূডপ বেে লসটা বকন্তু লথডকই লগে । আমরা আডরা গভীডরর বহডসডব যাবচ্ছ এবার ।  

এবাডর আসে p বনবদব ি সময় t এর মডধয আবার n বার চেবৃবদ্ধ হাডর বাড়ে । এই বৃবদ্ধর হার আবার n সংখযক ভাডগ ববভি হডয় যায় 

। তাহডে প্রবতবাডর বৃবদ্ধর হার 
𝑟

𝑛
 

t সমডয় যবদ শুধু  1 বারই বৃবদ্ধ ঘডট তাহডে সময় লশডষ লমাট টাকার পবরমান 𝑎1 = 𝑝 + 𝑝.
𝑟

1
  

t সমডয় যবদ  2  বার বৃবদ্ধ ঘডট তাহডে এই দুই বার বৃবদ্ধি্ র সময় আবার আডরা কু্ষদ্র অংডশ ববভি । 

প্রথম অংশ সময় লশডষ মুনাফা আসে হডব 𝑏1 = 𝑝 + 𝑝.
𝑟

2
 ⟹ 𝑏1 = 𝑝(1 +

𝑟

2
) 

বদ্বতীয় অংডশর বৃবদ্ধর জনয আসে 𝑏1  

বদ্বতীয় অংডশর সময় লশডষ মুনাফা আসডে হডব 𝑏2 = 𝑏1 + 𝑏1.
𝑟

𝑛
  

⇒ 𝑏1 (1 +
𝑟

2
)  

⟹ 𝑏2 = 𝑝 (1 +
𝑟

2
) (1 +

𝑟

2
) 

⟹ 𝑏2 = 𝑝 (1 +
𝑟

2
)

2

  

যবদ একবের সময় আবার 3 অংডশ ভাগ করা থাকডতা এবং ওই বনবদব ি কু্ষদ্র সময়কাডের প্রডতযকটিডত বৃবদ্ধ চেবৃবদ্ধ হডতা তাহডে 

আবার একই রকম বহসাব বতনবার করডত হডতা তারপর পাওয়া লযত ফাইনাে মুনাফা-আসে তাও মাি একবেডরর  

এডক্ষডি প্রথম অংশ সময় লশডষ মুনাফা-আসে 𝑑1 = 𝑝 + 𝑝.
𝑟

3
  

⟹ 𝑑1 = 𝑝 (1 +
𝑟

3
)  

বদ্বতীয় কু্ষদ্র অংডশর জনয আসে 𝑑1 

বদ্বতীয় কু্ষদ্র অংশ সময় পর মুনাফা-আসে 𝑑2 = 𝑑1 + 𝑑1.
𝑟

3
  

⟹ 𝑑2 = 𝑑1 (1 +
𝑟

3
) 

⟹ 𝑑2 = 𝑝 (1 +
𝑟

3
)

2

 

তৃতীয় কু্ষদ্র অংশ সময় পর মুনাফা-আসে 𝑑3 = 𝑑2 + 𝑑2.
𝑟

3
  

⟹ 𝑑3 = 𝑑2 (1 +
𝑟

3
) 

⟹ 𝑑3 = 𝑝 (1 +
𝑟

3
) (1 +

𝑟

3
)

2

  

⟹ 𝑑3 = 𝑝 (1 +
𝑟

3
)

3
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যবদ এমন ঘটনা n সংখযক বার ঘডট তাহডে ওইডয বনবদব ি সময় মাডন মাি এক বেডরর মডধযই  n সংখযক বার সূচকীয় হাডর বৃবদ্ধ ঘটডব 

। তাহডে এক বের লশডষ লমাট মুনাফা আসে হডব  

𝑑𝑛 = 𝑝 (1 +
𝑟

𝑛
)

𝑛

  

আশাকবর এডকবাডর প্রথডমই বিয়ার না হডেও বার বার বুঝাডনার পর এবযাপাডর বিয়ার হডয়ডো ।  

আমরা প্রথডম বনবদব ি সময় t বেডরর জনয সরে চেবৃবদ্ধ মুনাফা বহডসব কডরবেোম পডর আবার প্রবত 1 বের সময়ডক আডরা কু্ষদ্র n 
সংখযক ভাডগ ভাগ কডর জটিে চেবৃবদ্ধ বহসাব করোম । এই দুই লক্ষডির সুচকীয় বনয়ম একীভূত করডে p পবরমান আসে জমা লরডখ 

শুরু করডে t সময় [t সমডয়র মডধয আবার n সংখযক বার 
𝑟

𝑛
 হাডর চেবৃবদ্ধ মুনাফা বহসাব করা হয়] লশডষ অযাকাউডন্ট লয টাকা পাওয়া 

যাডব তার পবরমান 

𝐶 = 𝑝 (1 +
𝑟

𝑛
)

𝑛𝑡

 

এখাডন সূচকীয় বৃবদ্ধর মডধয আবার সূচকীয় বৃবদ্ধ এজনয দুইটা সূচক গুন হডয়ডে আশা কবর বিয়ার হডয়ডে । যাডক বডে বৃবদ্ধর বৃবদ্ধ তার 

বৃবদ্ধ আর বৃবদ্ধ এভাডব লকাডনা লশষ লনই এমন এক ঘটনা...  

বাংোর ইবতহাডসর উবমচাদডক মডন পডর লগে হারামজাদা এত ব়ে একটা সুদডখার বেে ভাবা যায় । যবদও লেখা-প়ো বকেুই 

জানডতা না লস । বকন্তু ইংডরজরা লতা আডেই কুবুবদ্ধ লদয়ার জনয । তারা বনজ গবণডতর মাধযডম উবমচাদডক হয়ডতা সবডচডয় লববশ 

সুদ পাওয়ার উপায় বশবখডয়বেে । [এটা ইবতহাডস লেখা লকাডনা কথা নয়] 

লতা এখাডন ববষয়টা হডো বনবদব ি সমডয়র বভতডর শুধু একবার না অডনক অডনক বার চেবৃবদ্ধ হাডর এবং সবডচডয় লববশ হাডর মুনাফা 

গ্রহন করডত হডব তাহডেই পাওয়া যাডব সবডচডয় লববশ সুদ!! এটাই হয়ডতা লশখাডনা হডয়বেে উবমচান্দডক  

আপাতত উবমচাডদর েক্ষয বকভাডব লোকডদর টাকা ধার বদডয় সডববাচ্চ পবরমান মুনাফা োভ করা যায় । আবম লতামাডদর লবাঝাবচ্ছ । 

তডব মডনকডরা, আমাডদর এবাডরর বযাংক জমা রাখা আসডের উপর  বেডর  n সংখযক বার চেবৃবদ্ধহাডর মুনাফা লদয়  তাহডে 

এবাডর বনবদব ি  t বের পডর মুনাফা-আসে বননবডয়র সূিটা হডব, 

C = p(1 +
𝑟

𝑛
)𝑛𝑡 

লদখা যাডচ্ছ অযাকাউডন্ট লমাট কডতা টাকা হডব তা বনভব র করডে আসে আর সমডয়র উপর বাবক কডয়কটা বজবনস ধ্রুবক আমরা 

বহডসডবর সুববধাডথব শুধু ধ্রুবক বজবনস গুডোডক বহসাব কডর লদবখ আপাতত ধডর বনবচ্ছ  P=1,t=1 year 

লযডহতু আমরা সডববাচ্চ পবরমান মুনাফার লখাডজ লবর হডয়ডে হারামজাদা উবমচাদ । তাই ধডর বনবচ্ছ লস সডববাচ্চ পবরমান অথবাৎ, 

১০০% হাডর মুনাফা বনডব এডক্ষডি, r=1 

সরেীকৃত সমীকরণ দা়োডো,C = p((1 +
1

𝑛
)𝑛)𝑡 

(1 +
1

𝑛
)𝑛 এই অংশটা বকন্তু ধ্রুব বেডর বববভন্ন সংখযকবার চেবৃবদ্ধ মুনাফার সডববাচ্চ কত লববশ হডত পাডর লদডখ আসা যাক  

n এর  োন (বেকর ককিোবোর চক্রবৃজদ্ধ হোকর  ুনোেো মদয়ো হয়) প্রোপ্ত ধ্রুবককর  োন (𝟏 +
𝟏

𝒏
)𝒏 

বেকর n=1 2 

প্রজি োকস n=12 2.613035 

প্রজি সপ্তোকহ n=52 2.692596 

প্রজিজদন n=365 2.714567 
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প্রজি ঘন্টোয় n=8760 2.718127 

প্রজি জ জনকট n=525600 2.718279 

প্রজি মসকককড n=31536000 2.718282 

 

একটা বযাপার লখয়াে কডরা আডস্ত আডস্ত চেবৃবদ্ধ হাডর যত লববশ বারই মুনাফা লদয়া লহাক না লকন মুনাফার পবরমান শুধু লয 

বা়েডতই থাকডব তা বকন্তু না । এই বৃবদ্ধর একটা সীমা আডে লটববডের বদডক তাকাডে লদখডত পাডব এই বৃবদ্ধর পযবায় একটা বনবদব ি 

সংখযায় সীবমত তা হডো  2.718282... এটা আর লকউ নয় আমাডদর রহসযময় e  

 (1 +
1

n
)n এই রাবশটিডত n এর মান অসীডমর বদডক লগডে প্রকৃত বহসাবটা একটা বনবদব ি মাডনর বদডক লপৌোয় লসটাই  গাবণতীক 

ধ্রুবক  e  

এবার আমাডদর বহডসডব  P আর  t লফরত এডন সহডজই বেডত পাবর কাউডক টাকা ধার বদডে  বনবদব ি পযবায়কাে (t) অবতবাবহত 

হওয়ার পর ওই সুদডখার সডববাচ্চ লয পবরমান টাকা জমা হডত পাডর  তার পবরমান 

C = pet 
এভাডবই হয়ডতা সুদ বনডতা ঐ উবমচাদ । যাডহাক লস গে এখন থাক । এবার যাডবা গবণডত... 

আডরা একটু পবরষ্কার করা যাক, (1 +
1

n
)n এই রাবশডত n এর মান যবদ অসীডমর বদডক যায় তাহডে লসটা প্রকাশ করা হয় 

এভাডব, lim
n→∞

(1 +
1

n
)n  

n → ∞ এটাডক প়ো হয়  n Tends to Infinity এভাডব । এটা বকন্তু চমৎকার একটা ধারণা  একটা রাবশর চেকডক ইডচ্ছ 

মডতা বারাডে লসটা লকবে একটা বনবদব ি মাডনর কাোকাবে লযডতই থাডক ,এডক বো হয় বেবমট বা সীমা । বেবমট বনডয় আবার পডর 

আডোচনা হডব । 

lim
n→∞

(1 +
1

n
)n এডক বদ্বপদী উপপাদয দ্বারা ববসৃ্তত কডর লফো যায় এভাডব, 

(1 + 𝑥)𝑛 লক ববসৃ্তত করডে হয়, 

(1 + 𝑥)𝑛 = 1 +
𝑛𝑥

1!
+

𝑛(𝑛 − 1)𝑥2

2!
+ ⋯ 

(1 +
1

𝑛
)𝑛এই রকডমর ববসৃ্তবতডত যবদ n এর মান অসীম হডয় যায় তাহডে ববসৃ্তবতটা হডব এইরকমঃ 

 

1 +
𝑛

1
𝑛

1!
+

𝑛(𝑛 − 1) (
1
𝑛)

2

2!
+

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) (
1
𝑛)

3

3!
+ ⋯ অসীম পযবন্ত 

= 1 +
𝑛

1
𝑛

1!
+

𝑛2 (1 −
1
𝑛) (

1
𝑛)

2

2!
+

𝑛3 (1 −
1
𝑛) (1 −

2
𝑛) (

1
𝑛)

3

3!
+ ⋯ 

লযডহতু n এর মান অসীম তাও আবার ধণাত্বক মাডন 
1

𝑛
=

1

∞
= 0 
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তাহডে সমূ্পনব ববসৃ্তবতটা দাাঁ ়োডব, 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ ⋯ এটা আর বকেুই না e অয়োর ধ্রুবক e বেডত পাডরা আবার 

প্রাকৃবতক েগাবরদডমর বভবি e বেডত পাডরা । গবণডতর অনযতম প্রধান ধ্রুবক e বেডত পাডরা । শুরু করার আডগ এই বজবনসটার 

সাডথ পবরচয় খুব দরকাবর বেে  

e= 2.718281828... 
এই e হডো প্রাকৃবতক ধ্রুবক । যখন চেবৃবদ্ধ মূেধডনর বহসাবটা বুঝাবচ্ছোম তখন বকন্তু খুব জটিে সূচকীয় বৃবদ্ধ বনডয় কাজ করবেোম 

। প্রকৃবতডত সব বৃবদ্ধ এমন জটিে বনয়ম লমডনই ঘডট । তাই প্রকৃবতর সব চেবৃবদ্ধর সাডথ অঙ্গা-অবঙ্গভাডব জব়েত ধ্রুবক e  

lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)𝑛  লথডক লপডয়বে  e  

যবদ ববসৃ্তবতটা এমন হডতা lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)𝑛𝑥 তাহডে আসডতা  

𝑒𝑥 = 1 +
𝑥

1!
+

𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯ , −∞ < 𝑥 < ∞ 

এডতাক্ষণ লতা  e এর পবরচয় বদোম লদখডে 𝑒𝑥 লক একটা সুন্দর অসীম ধারায় ববসৃ্তত করা যায়,গবণত এই অসীম ধারা বজবনসটাডক 

লবশ পেন্দ কডর  । এজনযই e বজবনসটা গবণডত লবশ দামী!! েগাবরদডমর বভবি বহডসডবও e লক বযবহার করা হয় যখন লকাডনা 

েগাবরদডমর বভবি e তখন লসটাডক প্রাকৃবতক েগাবরদম (Natural Logarithm) বডে । 

log𝑒 𝑥 লক বেখা হয়  lnx  

সূচক আর লগোজরদ  (Exponent and logarithm) 

আবম জাবন না কারা এই বইটা প়েডে তডব যারা প়েডে । এমন ও লকউ হয়ডতা আডে যারা িাস নাইন-লটন অবতেম কডর এডসডে 

অধযায়-৪ এ সুচক ও েগাবরদম নাডম অধযায়টাও কডর এডসডে বকন্তু এই সূচক ফাংশডনর লসৌন্দযবটা অনুভব করডত পাডর বন । 

অডনডকই হয়ডতা অডনক দক্ষ আডেন তারা এ ববষয় গুডো জাডন । আবম জাবন না কডতাটুকু সুন্দর ভাডব লতামাডদর সামডন গবণতডক 

উপস্থাপন করবে বকন্তু ববশ্বাস কডরা মহাজগডতর সব লসৌন্দডযবর বপেডন রডয়ডে গবণত ।  

সূচডকর গবণত গুডো আশা কবর সবাই জাডনা । বনডচ এই সূচক ফাংশন লয সহজ বনয়ম গুডো লমডন চডে লসগুডো লদয়া হেঃ

  
 

𝑎𝑥 × 𝑎𝑦 = 𝑎𝑥+𝑦  

 
𝑎𝑥

𝑎𝑦
= 𝑎𝑥−𝑦   

 (𝑎𝑥)𝑦 = 𝑎𝑥𝑦 , 

 ( ((𝑎)𝑥)𝑦)𝑧 = 𝑎𝑥𝑦𝑧  

(𝑎𝑥)
1
𝑦 = 𝑎

𝑥
𝑦 

 

log𝑎 𝑏 + log𝑎 𝑐 = log𝑎 𝑏𝑐  

 log𝑎 𝑏 − log𝑎 𝑐 = log𝑎

𝑏

𝑐
  

log𝑎 𝑏 = log𝑐 𝑏 × log𝑎 𝑐 

⟹
log𝑎 𝑏

log𝑎 𝑐
= log𝑐 𝑏 

 ⟹
𝑙𝑛𝑏

𝑙𝑛𝑐
= log𝑐 𝑏 
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আবম বকন্তু ভুডে যাই বন আবম কযােকুোস প়োবচ্ছ । বকন্তু এই বজবনসগুডো দরকার হডব তাই বশবখডয় লনয়া  

এই সূি গুডো বকন্তু মুখস্ত করার জনয লদয়া হয় বন লকউ ভুডেও লসটা করডত যাডব না । এখন সূি গুডো প্রমাণ কডর লফেডবা ।  

 

সূি গুডো প্রমাডণর শুরুডত ধডর বনবচ্ছ, 

log𝑎 𝑏 = 𝑥  

⟹ 𝑎𝑥 = 𝑏 … … … (𝑖)  

log𝑎 𝑐 = 𝑦  

⟹ 𝑎𝑦 = 𝑐 … … … (𝑖𝑖)  

log𝑐 𝑏 = 𝑧 

𝑐𝑧 = 𝑏 … … … (𝑖𝑖𝑖) 

(i)× (𝑖𝑖) 

𝑎𝑥𝑎𝑦 = 𝑏𝑐 

⟹ 𝑎𝑥+𝑦 = 𝑏𝑐 

⟹ 𝑥 + 𝑦 = log𝑎 𝑏𝑐  

⟹ log𝑎 𝑏 + log𝑎 𝑐 = log𝑎 𝑏𝑐 

(i)÷ (𝑖𝑖) ⟹ 

𝑎𝑥

𝑎𝑦
=

𝑏

𝑐
  

⟹ 𝑎𝑥−𝑦 =
𝑏

𝑐
 

⟹ 𝑥 − 𝑦 = log𝑎

𝑏

𝑐
   

⟹ log𝑎 𝑏 − log𝑎 𝑐 = log𝑎

𝑏

𝑐
  

(iii)⟹  𝑐𝑧 = 𝑏  

এবার (i) ও (ii) নম্বর সমীকরডণর সাহাযয বনডয় বনডচর কাজটা কডর লফে । বযাস!! 

⟹ (𝑎𝑦)𝑧 = 𝑏  

⟹ 𝑎𝑦𝑧 = 𝑎𝑥   

⟹ 𝑥 = 𝑦𝑧 

 ⟹ log𝑎 𝑏 = log𝑐 𝑏 × log𝑎 𝑐 

⟹
log𝑎 𝑏

log𝑎 𝑐
= log𝑐 𝑏 

এবার a এর জায়গায় বভবি e ধডর বেখডত পাবর, 

⟹
𝑙𝑛𝑏

𝑙𝑛𝑐
= log𝑐 𝑏 
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মডন আডে লতা, 𝑙𝑜𝑔𝑒 𝑏 = 𝑙𝑛𝑏 বেখা হয়  

এই বজবনসগুডো এমবন এমবন বশখাবচ্ছ না যখন আসে কযােকুোডস যাডবা তখন লদখবা,𝑎𝑥 জাতীয় বজবনসডক অসীম ধারায় ববসৃ্তত 

করার প্রডয়াজন পরডব । অবত সহডজই এই কাজটা এখন পারডব(যবদ বুডঝ থাডকা)  

বনডজ লচিা কডরা... 

আবম বনডচ কডর বদবচ্ছ  

ধডরা,y = 𝑎𝑥  

⟹ 𝑥 = log𝑎 𝑦 

⟹ 𝑥 =
𝑙𝑛𝑦

𝑙𝑛𝑎
  

⟹ 𝑙𝑛𝑦 = 𝑥𝑙𝑛𝑎  

⟹ 𝑦 = 𝑒𝑥𝑙𝑛𝑎 

 

 

এবার,সহডজই বেডখ বদডত পাডরা, 

𝑎𝑥 = 𝑒𝑥𝑙𝑛𝑎 = 1 +
𝑥𝑙𝑛𝑎

1!
+

(𝑥𝑙𝑛𝑎)2

2!
+

(𝑥𝑙𝑛𝑎)3

3!
+ ⋯  

এই বনয়ডম ২ লক অসীম ধারায় ববসৃ্তত করা যায় এভাডব, 

21 = 𝑒𝑙𝑛2 = 1 +
𝑙𝑛2

1!
+

(𝑙𝑛2)2

2!
+

(𝑙𝑛2)3

3!
+ ⋯ 

এভাডব লতামরা যা ইচ্ছা কডরা আবম আসে কযােকুোডসর বদডক আগাবচ্ছ । 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎𝑥 = 𝑒𝑥𝑙𝑛𝑎 
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জিককোণজ জিক েোিংশন বো বৃত্তীয় েোিংশন(Trigonometric 

Funtion) 

 
 
বিডকাণবমবতক ফাংশন আডগ লথডকই বশডখ এডসডো । এরপডরও কযােকুোডস যখন প্রথম একটা বিডকাণবমবতক ফাংশডনর অন্তরীকরন 

লবর করডত বো হয় তখনই অডনডকরই সূি লদডখ ব়ে-স়ে ধাক্কা োডগ(যারা বিডকাণবমবত না বশডখ যায়) 

এগুডো আডস সমডকাবণ বিভুডজর বতনবাহু বদডয় দতরী েয় রকডমর অনুপাত লথডক । আবম মডনই রাখডত পারতাম না এভাডব মডন 

রাখতাম 

সাগডর(sin)= েবণ(েম্ব) আডে(অবতভূজ) 

কবডর(cos) =ভূত(ভূবম) আডে(অবতভূজ) 

টযারা(tan),=েম্বা(েম্ব) ভূত(ভূবম) 

ওই প্রথম অক্ষর গুডো বদডয় লকানটা বক বুঝাডনা হয় বুডঝডো লতা?আর মাডঝ একটা ভাগ বচহ্ন ধডর নাও এগুডো জাস্ট নাম লদয়া 

হডয়ডে সাধারণ সমাডবশ ববনযাডসর বনয়ম লথডক ৩ বাহু বযবহার কডর এই ৬ অনুপাত পাওয়া যায় তাডদর জাস্ট একটা কডর নাম লদয়া 

হডয়ডে নাম গুডোর অডথবর মডধযও লতমন বকেুই নাই আসডে তাই লসগুডো লঘডট সময় নি করডত যাডবা না । 

লয বতনটা অনুপাত উপডর আডে এগুডোডক উেডট বদডে আডরা বতনটা পাওয়া যায় এই বতনটাডক বো হয়  

সাইডনর ববপরীডত লকাডসক 

লকাসাইডনর ববপরীডত লসক 

আর টযানডজডন্টর ববপরীডত লকাটযানজযান্ট 

আজ বিডকাণবমবতক ফাংশনডক একটু নতুনভাডব পবরচয় কবরডয় বদডবা লসটা হডো এটা বৃিীয় ফাংশন লকমডন  

লতামরা সবাই জাডনা sine হডো েম্ব আর অবতভূডজর অনুপাত ।  
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এই েববডত বৃডির বযাসাধব r=1 বৃডির বযাসাধবডক ইডচ্ছ মডতা ঘুরাডনা যায় বৃডির লকডে(O ববনু্দ) একটা হাতডের মাধযডম এই লঘারা 

বনয়বেত  

অবতভূজ=l তাহডে বযাসাধবডক যবদ x লকাডণ ঘুবরডয় আবন তাহডে এটা পবরবধর উপর একটা ববনু্দডত অবস্থান লনডব লসই ববনু্দটা A  

A ববনু্দ লথডক বযাসাডধবর উপর AB েম্ব আকডে দা়োডো OA=r=1 

sinx=েম্ব/অবতভূজ=
AB

OA
=

AB

r
 

AB = rsinx  

r=1 হডে AB এর দদঘবয আর বকেুই না আসে sinx  

এবার কেনা কডরা তুবম বৃডির লকডের ওই হাতেটা ঘুরাডচ্ছা বনডচ আডে একটা কাগডজর বশট বৃডির বযাসাডধবর প্রাডন্ত এমন এক 

বযবস্থা আডে লযবদক বদডয় ঐ অংশটা যাডচ্ছ লসখাডন একটা কাডো দাগ এডক বদডচ্ছ ।  

একই সাডথ আডরা একটা ঘটনা ঘটডে কাগডজর বশটটা লট্র্িবমডের মডতা একটা গবতডত চেডে মাডন বশটটা িান লথডক বাম বদডক 

যাডচ্ছ । ফডে লয দাগটা পরডে লসটা কাগডজর একই জায়গায় বারবার পরডে না । দাগটা একটা সুন্দর লঢউ এডক লফডেডে । লদডখা 

লতামার কেনার সাডথ বনডচর েববটা বমডে বকনা (একটা এবনডমডটি েববডত এই বজবনসটা আডরা ভাডো ভাডব লদখাডনা হডয়ডে)  

 
বচডি আকা েম্বগুডো আসডে sinx এর মান লতামার হাতে ঘুরাডনার সাডথ সাডথ x এর মান বা়েডে । এভাডব লয বেডরখাটা পাওয়া 

লগে লসটা sinx এর গ্রাফ । 

আবার আডগর বৃডি বফডর যাও এবার লবর করডবা cosx 
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cosx=ভূবম/অবতভূজ=OB/OA=OA/r 

এবার যবদ r=1 হয় তাহডে oA আর বকেুই না আমাডদর পবরবচত cosx 

OA=rcosx 

Cosx এর লেখবচিটা বকভাডব পাওয়া যাডব লসটা লতামরা লবর কডরা । আপাতত খাটা-খাটুবন ভাডো োগডে না । 

লতামরা চাইডে েববটা লনট লথডক লদডখ এডসা বেংকটা এখোকন । আশা কবর এই এবনডমডটি েববটা লদখডে বুঝডত পারডব সাইন 

আর কস বক বজবনস বকভাডব দতরী হয় সাইন আর কস অনুপাডতর গ্রাফ 

 
এখন যাডবা আসে কাডজর বদডক লযটা কযােকুোডস োগডব । লযৌবগক লকাডণর বিডকাণবমবতক অনুপাত লবর করার কাজটা  

এডতাবদন আমরা সরে sinx বকংবা sinα লদডখ এডসবে এবার যবদ sin(α+β) অথবা sin(α-β) এই ধরডনর বজবনস আডস তাহডে 

বক করডবা? এটার জনয সহজ বকেু গবণত বযবহার কডর একটা কাজ করা যাকঃ 

 

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/3/3b/Circle_cos_sin.gif
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মডন কডরা, O ববনু্দডক লকে কডর  r এর সমান বযাসাধব বনডয় একটি ববনু্দ  মুি ভাডব ঘুরডত পাডর লস লমাট (α+β) পবরমান ঘুডরডে 

শুরুডত অবস্থান ববনু্দ বেে C এবং একটা সুন্দর বৃিচাপ দতরী কডরডে যখন α লকাণ পবরমান ঘুডরডে তখন চাডপর উপর একটা ববনু্দ 

বনবদব ি কডর লদয় B আবার β পবরমাডন ঘুডর এবং A ববনু্দডত অবস্থান লনয়  

তাহডে OA=r ঘুনবডনর ফডে দতরী লকাণ হে (α+β)   

এবার আমরা sin(α+β) লবর করডত চাই মাডন A ববনু্দ লথডক C ববনু্দর উপর অংবকত েডম্বর দদঘবয লবর করডত চাই ।  

এজনয বকেু কাজ কডর বনবচ্ছ, 

১। A ববনু্দ হডত OC এর উপর েম্ব AD আবক 

২। Aববনু্দ হডত OB এর উপর েম্ব AF আবক 

৩। F ববনু্দ হডত AD এর উপর েম্ব GF এবং OC এর উপর েম্ব EF আবক 

এবার লদডখা, েববডত ∆𝐹𝐴𝑇 এবং ∆𝑇𝑂𝐷 এর মডধয y একটা ববপ্রতীপ লকাণ যারা সমাণ, প্রডতযডকর আডরা একটা কডর লকাণ 

সমডকাণ,এবার বাবক একটা লকাণ সমান না হডয় যাডব লকাথায় মাডন <GAF= α হডতই হডব বিয়ার 

এবার লদডখা, AD=rsin(α+β) 

AD=GD+AG 

=EF+AG          [EF=OFsinα;AG=AFcosα] 

=OFsinα+AFcosα 

অডনক কডি আকা েবব আর উপডরর আডোচনা লথডক এইটুকু বিয়ার??  

আবার ভাডো কডর েববর বদডক তাকাও 

OF=rcosβ  

AF=rsinβ 

এই দুইটা মান ববসডয় বদডয় পাই, 

rsin(α+β)=rsinα.cosβ+rcosα.sinβ  

⟹sin(α+β)=sinα.cosβ+cosα.sinβ 
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এবার,যবদ একই েবব লথডক OD এর মান লবর করডত পাডরা তাহডে cos(α+β) চডে আসডব ।  

একটু বশবখডয় বদবচ্ছ, 

OD=rcos(α+β) 

OD=OE-ED   [OE=OFcosα;ED=GF=AFsinα] 

⟹OFcosα-AFsinα 

 
বাবকটা বনডজরা কডরা । 

এইডয সূি গুডো বশখাোম এগুডো কযােকুোডস এবং গবণডতর বববভন্ন অংডশ প্রচুর কাডজ আসডব । সাইন আর কডসর লমৌবেক এই 

দুইটা সূি লথডক বিডকাণবমবতর প্রায় সব গুডো সূি দতরী করা যাডব । পরবতী অংডশ কাডজর জনয আবম বকেু সূি দতরী কডর রাখডত 

পাবর এখনই ।  

লসই কাজটা আমরা এখাডন না কডর বইডয়র একদম লশডষ আোদা ভাডব একটা অংডশ করডবা । কাডরা দরকার হডে এখনই পবরবশডি 

বগডয় লদডখ আসডত পাডরা ।  
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েোিংশকনর মসোনো ুখ(Golden Face of Function) 

আচ্ছা ফাংশডনর লচহারাটা বক রকম?আমাডদর একটা ফাংশন বদডে বক এডক লদখাডত পারডবা,অথবা একটা ফাংশন আকা আডে 

লসটা লদডখ বেডত পারডবা লকান ফাংশডনর েবব এটা । 

ফাংশনডক আকা সম্ভব কডরডে আমাডদর লকা-অবিব ডনট জযাবমবত লসখাডন আডে x অক্ষ y অক্ষ । চেকডক সাধারণত x অডক্ষ 

আর চেডকর মান গুডোর জনয লয আউটপুট পাওয়া যায় লসগুডোডক y অক্ষ বরাবর লরডখ ফাংশডনর লস্কচ করা হয় । এই বনডয় 

এখাডন এডতা ববস্তাবরত বেডত যাডবা না । লমাটামুটি িাস বসক্স-লসডভডনই এই ববষয়গুডো বশবখডয় লদয়া হডয় থাডক ।  

েববডত লদডখা ফাংশন x অক্ষ বদডয় যাডচ্ছ আর খাডচ্ছ যা খাডচ্ছ তার আউটপুট y অডক্ষ বনডদব শ করডে একটা লরখার সৃবি করডে 

। এডকক ফাংশন এডকক রকডমর রাস্তা বদডয় হাডট,লকউ লকউ হাটডত হাটডত লহাচট খায় আকডত পাডর না আডরা কত রকডমর 

ঘটনা ঘডট ঠিক লনই । এইজনয বববচি ফাংশডনর লস্কচও হয় বববচি । 

লযমন এই েববডত লদডখা ফাংশন একটা পাহা়ে এডক লফডেডে!! আমাডদর দুইজন আডরাহী পাহাড়ে উঠডতও শুরু কডরডেন ।  

এর আডগ বডে বদডয়বেোম ফাংশডনর লিাডমন,লকা-লিাডমন,লরঞ্জ বক বজবনস  

লিাডমন হডো লয মান গুডোর জনয একটা ফাংশডনর সঙ্গাবয়ত মান পাওয়া সম্ভব । যবদ গ্রাফ লথডক সঙ্গাটা বদডত চাই তাহডে বেডত 

হয় x অক্ষ বরাবর ফাংশন টা লয জায়গা গুডো বদডয় হাটডত পারডব লসই পডথর পুডরাটাই লিাডমন ।  

আর ঐডয ফাংশডনর হাটার ফডে y অডক্ষ একটা কডর মান বনবদব ি হডয় যাডচ্ছ লসগুডো হডো লরঞ্জ অথবাৎ, লয লস্কচটার সৃবি হডব 

তার মডধয যতগুডো মান আডে সবাই লরঞ্জ ।  
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গ্রাফ লথডক লশখা লিাডমন আর লরডঞ্জর সঙ্গাটা হডো, 

X অক্ষ বরাবর লয ববনু্দ গুডোর উপডর ফাংশডনর গ্রাডফর অবস্তত্ব আডে তারাই ফাংশডনর ম োক ন 

Y অক্ষ বরাবর গ্রাডফ লয ববনু্দগুডো পাওয়া লযডে তার সবই ওই ফাংশডনর মরঞ্জ 

এবার লদখডবা বববচি ফাংশডনর সব বববচি রূপ । এই মহাববডশ্ব যত লশপ আডে সব আকা যায় ফাংশন বদডয় ।লকান ফাংশন বদডয় 

লকান লশপ হডব লসটা একদম পারডফেবে বো না লগডেও লশপটা লকমন হডব আমরা বেডত পারডবা । এবার লসই বনডয়ই আডোচনা 

করডবা । 

আকার-১ 

𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏[a,b বাস্তব সংখযা] এই আকাডরর ফাংশনঃ যবদ লকাডনা দুই চেডকর ফাংশডন লদডখা চেডকর একঘাত আডে 

বুডঝ বনডব লসটা অবশযই সরে লরখা হডব ।আমরা লয ফাংশনটা বেডখবে লসটাডত a,b এর বববভন্ন রকডমর মান ববসডয় যতরকডমর 

সরেডরখা হওয়া সম্ভব তার সবই আকা সম্ভব । লসই সরে লরখা কডতাটা খা়ো বা কডতাটা লহোডনা হডব লসটা বনভব র করডব a এর 

মাডনর উপর [লকা-অবিব ডনট জযাবমবতর আডোচনা ধান ভানডত অবতবরি শীডবর গান ভাডো োগডব না তাই এই বনডয় কথা বা়োোম 

না] । এবার একটা বজবনস লখয়াে কডরা a,b এর মান যবদ বাস্তব সংখযা হয় তাহডে y এর মান বাস্তব হডত বাধয অথবাৎ, এই ফাংশন 

x অডক্ষর লযডকাডনা জায়গা বদডয় চেডত পারডব । সকে বাস্তব সংখযাডক মান বহডসডব গ্রহন করডত পারডব এজনয এর লিাডমন 

হডব সকে বাস্তব সংখযা । বাস্তব সংখযাডক আমরা বেবখ ℝ এই ফাংশডনর লিাডমন ℝ আবার y অডক্ষও সকে বাস্তব অংডশ ববসৃ্তত 

থাকডব তাই এর লরঞ্জ ও ℝ  

আকার-২ 

y = 𝑎0𝑥0 + 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 

এই ফাংশনটাডত x এর ঘাত 1 এর লববশ আডে । যবদ এমন ফাংশন হয় তাহডে ফাংশডনর গ্রাফ এডতা সহজ-সরে থাডক না,টযারা-

বযাকা হডয় যায় । লকমন হডব লসটা একটু কি কডর https://www.desmos.com/calculator এ লদডখ বনও । 

এবার আবস আডরা একটা কথায় যবদ এই ধরডনর ফাংশন গুডোডত x এর ঘাত শুধুমাি লজা়ে সংখযা হয় তাহডে x এর মান যাই 

বসাডনা লহাক না লকন ফাংশডনর মান সববদা ধণাত্বকই হডব । তখন ফাংশডনর গ্রাফ কখডনাই ঋণাত্বক y অডক্ষ ববসৃ্তত হডব না । 

এমন হডে আমরা বডে বদডবা এই ফাংশডনর লিাডমন বাস্তব সংখযা বকন্তু লরঞ্জ হডব ধণাত্বক সংখযা । আশাকবর বিয়ার  

যবদ x এর ঘাত লজা়ে ববডজা়ে দুই রকডমরই থাডক তখন ফাংশন ঋণাত্বক y অডক্ষও ববসৃ্তত হডত পাডর তখন আমরা বেডবা লরঞ্জ 

বাস্তব সংখযা । 

আকার-৩ 

𝑦 = 𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
 

এই আকাডরর ফাংশন গুডো প্রায়শই লদখা যায় । এই ফাংশন গুডো x অডক্ষর সব জায়গা বদডয় লযডত পাডর না লকননা যাওয়ার 

সময় বকেু মাডনর জনয হর প্রচন্ড ভারী হডয় যায় । এইজনয বকেু ববনু্দডত একদম বেড়েই যায় । 

আমরা জাবন যবদ লকাডনা ভগ্াংডশর হর শূনয হয় তাহডে তার মান কডতা গবণত জাডন না । আমরা ববে অসঙ্গাবয়ত । অথবাৎ, এই 

ধরডনর ফাংশন গুডো x অডক্ষর সব জায়গা বদডয় চেডত পাডর না আবার y অডক্ষর সব জায়গায় ববসৃ্তত হডত পাডর না ।  

https://www.desmos.com/calculator
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যবদ হডর শূনয এডস যায় তাহডে ফাংশনটিডক আর সঙ্গাবয়ত করা যায় না । কাডজই লয মাডনর জনয হডর শূনয আসডব লিাডমডনর 

সঙ্গা অনুসাডর লসই মান লিাডমডনর অন্তভুব ি হডত পাডর না ।  

লযমনঃউপডরর ফাংশডন যবদ হর শূনয হয় তাহডে, 

cx + d = 0 ⟹ x = −
𝑑

𝑐
 

অথবাৎ, লিাডমন লসডট সকে বাস্তব সংখযা লথডক −
𝑑

𝑐
 লক বাদ বদডত হডব । এই টাইডপর ফাংশডনর লিাডমন হডব ℝ − (−

𝑑

𝑐
 )  

তাহডে লরঞ্জ লসটটা বক হডব? 

এর আডগ ববপরীত ফাংশন বশবখডয়বে লসখাডন বডেবেোম লকাডনা ফাংশডনর লিাডমন হডো ওই ফাংশডনর ববপরীত ফাংশডনর লরঞ্জ 

।  

আর ববপরীত ফাংশডনর লরঞ্জ হডো ওই ফাংশডনর লিাডমন । এখন যবদ এই ফাংশনটার ববপরীত ফাংশন লবর কডর তার লিাডমন 

লবর কবর তাহডে আসে ফাংশডনর লরঞ্জ লবর হডয় যাডব!! 

𝑦 =
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
 

⟹ 𝑐𝑥𝑦 + 𝑑𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

⟹ 𝑐𝑥𝑦 − 𝑎𝑥 = 𝑏 − 𝑑𝑦 

⟹ 𝑥(𝑐𝑦 − 𝑎) = 𝑏 − 𝑑𝑦 

⟹ 𝑥 =
𝑏 − 𝑑𝑦

𝑐𝑦 − 𝑎
 

 

𝑓−1(𝑦) = 𝑥 

⟹ 𝑓−1(𝑦) =
𝑏 − 𝑑𝑦

𝑐𝑦 − 𝑎
 

⟹ 𝑓−1(𝑥) =
𝑏 − 𝑑𝑥

𝑐𝑥 − 𝑎
 

 

এবার লদখা যাক লকান মাডনর জনয এই ফাংশনটা সঙ্গাবয়ত নয় ।  

এই ফাংশডনর হর শূণয হডত হডে,cx − a = 0 ⟹ x =
a

c
 

এবার লবর কডর লফডেবে ববপরীত ফাংশডনর লিাডমন একই সাডথ আসে ফাংশডনর লরঞ্জ তা হডো বাস্তব সংখযা লথডক 
a

c
 বাদ 

গাবণতীক ভাডব ℝ −
a

c
 

আমাডদর ফাংশনটা লযরূডপ লদয়া হডয়বেে লসখান লথডকই সহডজই লিাডমন আর লরঞ্জ বডে লদয় সম্ভব বকন্তু । 
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এরপর লথডক পরীক্ষায় এমন প্রশ্ন লদখডে বনবমডষই উির কডর বদবা, 

𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
 

আকাডরর ফাংশডনর লিাডমনঃ ℝ − (−
𝑑

𝑐
 ) 

লরঞ্জঃ ℝ −
𝑎

𝑐
 

এবার আবস বগবমূে ফাংশডন, 

y = √𝑓(𝑥) এই ধরডনর ফাংশন গুডো লযমন হডত পাডর y = √𝑥2 − 5𝑥 + 6 

আমরা জাবন বগবমূডের মডধয ঋণাত্বক সংখযা চডে লগডে তা আর বাস্তব সংখযা বদডয় সঙ্গাবয়ত করা যায় না হডয় যায় অবাস্তব । 

অবাস্তব সংখযা বনডয় দীঘব একটা আডোচনা আডে বকন্তু বি বইডত বদোম না,যবদ শি মোডটর বই হয় এই বনডয় ববস্তাবরত থাকডব  

 
 

বগবমূে ফাংশন গুডোর গ্রাফ এই রকডমর আকাডরর হয় মাডঝ ববশাে একটা ফাকা । লকাথায় লগে গ্রাডফর এই জায়গাটুকু? 

 

 
যাডহাক ফাংশনটি সঙ্গাবয়ত হডব যবদ  

𝑓(𝑥) এর মান লকাডনা ধণাত্বক সংখযা হয় । বববভন্ন রকডমর 𝑓(𝑥) বদডয় লিাডমন লরঞ্জ চাইডত পাডর ।  

লিাডমন এর শতব  হডব, 

𝑓(𝑥) > 0  

এবার সমাধান কডর x এর লয মান গুডো শতব  মানডব তারা হডব লিাডমন  

বববচি রকডমর 𝑓(𝑥) থাকডত পাডর লযমনঃax + b, ax2 + 𝑏𝑥 + 𝑐,
𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑
 লতামাডদর লক শতব  লবর করডত হডব । 
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একটা বযাপার লখয়াে কডরা আডগর ফাংশন গুডো শুধু মাি একটা বনবদব ি মাডনর জনয সঙ্গাবয়ত করা যায় না । তাডদর গ্রাডফ লদখা 

যায় ওই মাডনর খুব কাডে লগডে ফাংশডনর লস্কচটা হয় খুব উপডর উডঠ লগডে নাহয় খুব বনডচ লনডম লগডে,লশষ পযবন্ত আমরা 

লদখডত পাই না বকন্তু যতই দূডর যাই লস্কচ বকন্তু লদখা যায় । বকন্তু এবাডর লদডখা লবশ ব়ে স়ে একটা ফাকা জায়গা এই টুকু জায়গায় 

গ্রাফ লনই,একদমই লনই। লকাথায় লগে? অবাস্তব লকাডনা জগডত চডে যায় বন লতা । একটু ভাডবা । আবম এখাডন উির বদডবা না। 

উির বদডবা যবদ পূনবাঙ্গ বই আডস... 

ইনভাসব ফাংশডনর একটা গুরুত্বপূনব ধমব হডো  

f(f −1(x)) = x  

এই বযাপারটা আমরা প্রমাণ কডর লদখাডবা । একটু আডগই একটা ফাংশন আর তার ববপরীত ফাংশন লবর কডর লরডখবে চডো 

লসখান লথডকই এই ঘটনা লদডখ আসা যাক ।  

𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
 

এই ফাংশডনর ববপরীত ফাংশন 𝑓−1(𝑥) =
𝑏−𝑑𝑥

𝑐𝑥−𝑎
 

এবার যবদ আসে ফাংশডন x এর জায়গায় 𝑓−1(𝑥) ববসডয় লদই তাহডেই লপডয় যাডবা f(f −1(x))  

লযডহতু ফাংশনটা ভগ্াংশ আকাডর আডে তাই েব আর হর আোদা কডর বহসাব কডর বনডে একটু সহজ হডব । বেখবে  

𝑓(𝑓−1(𝑥)) =
𝑎𝑓−1(𝑥) + 𝑏

𝑐𝑓−1(𝑥) + 𝑑
 

েডবর মান 𝑎𝑓−1(𝑥) + 𝑏 = 𝑎 (
𝑏−𝑑𝑥

𝑐𝑥−𝑎
) + 𝑏 =

𝑎𝑏−𝑎𝑑𝑥+𝑏(𝑐𝑥−𝑎)

𝑐𝑥−𝑎
=

𝑎𝑏−𝑎𝑑𝑥+𝑏𝑐𝑥−𝑎𝑏

𝑐𝑥−𝑎
=

𝑥(𝑏𝑐−𝑎𝑑)

𝑐𝑥−𝑎
 

হডরর মান 𝑐𝑓−1(𝑥) + 𝑑 = 𝑐 (
𝑏−𝑑𝑥

𝑐𝑥−𝑎
) + 𝑑 =

𝑏𝑐−𝑐𝑑𝑥+𝑑(𝑐𝑥−𝑎)

𝑐𝑥−𝑎
=

𝑏𝑐−𝑐𝑑𝑥+𝑐𝑑𝑥−𝑎𝑑

𝑐𝑥−𝑎
=

𝑏𝑐−𝑎𝑑

𝑐𝑥−𝑎
 

এবার পাওয়া লগে 𝑓(𝑓−1(𝑥)) =
𝑥(𝑏𝑐−𝑎𝑑)

𝑐𝑥−𝑎
÷

𝑏𝑐−𝑎𝑑

𝑐𝑥−𝑎
=

𝑥(𝑏𝑐−𝑎𝑑)

𝑐𝑥−𝑎
×

𝑐𝑥−𝑎

𝑏𝑐−𝑎𝑑
= 𝑥 

এই কথাটা সব সময় মডন রাখবা  

 

 

𝑓(𝑓−1(𝑥)) = 𝑥 
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ফাংশন আর ইনভাসব ফাংশডনর বযাপারটা এইরকম । এই বনডয় কথা থাকডে একটু পডরই... 

গোজণিীক েজব  োকনই জক েোিংশকনর েজব? 
আডগর অধযাডয় বডেবেোম প্রবতটা গাবণতীক সম্পকব ই বকন্তু ফাংশন হডত পারডব না ফাংশন হডত হডে বাস্তবতার সাডথ বমেডত হয় । 

বকন্তু একটা বজবনস লখয়াে কডরা প্রবতটা গাবণতীক সম্পকব ডকই বকন্তু গ্রাডফ আকা সম্ভব । তার মাডন একটা গ্রাফ লদখডেই লসটা 

ফাংশডনর গ্রাফ এই কথা বো যাডব না । আডগর অধযাডয় আডোচনা কডর বিয়ার কডরবে । যবদ লকাডনা অন্বডয় x এর একটা মাডনর 

জনয y এর একাবধক মান পাওয়া যায় তাহডে লসই অন্বয়টা ফাংশন হডত পারডব না । একটা অন্বয় আসডে ফাংশন হডব বকনা  আমরা 

এই বযাপারটা গ্রাফ লদখডেই বুডঝ যাডবা ।  

আমরা জাবন x অডক্ষ একটা মান ববসডয় অন্বয় তার লয মান বনডদব শ কডর লসটা y অডক্ষ বনডদব বশত হয় এভাডবই দতরী হয় একটা 

ফাংশডনর লস্কচ । তাহডে বচডির মডতা কডর যবদ x অডক্ষর উপর একটা েম্ব আবক লসই েম্ব লস্কডচ y এর মান বনডদব শ করডব । 

লসডক্ষডি লয লরখাটা আকা হডব লসটা গ্রাফডক লেদ কডর যাডব আসডে ওই লেদ ববনু্দটাই ওই অন্বয় দ্বারা বনধবাবরত y এর মান । যবদ 

লেদ একটা হয় তাহডে x এর একটা মাডনর জনয y এর একটা মানই পাওয়া যায় যবদ এডকর অবধক হয় তার মাডন x এর একটা 

মাডনর জনয y এর এডকর অবধক মান পাওয়া যায় লযটা লকাডনা ফাংশডনর ধমব না । তাহডে লকাডনা অন্বডয়র গ্রাডফ যবদ x অডক্ষর 

উপর েম্ব (আর y অডক্ষর সমান্তরাে সরেডরখা একই কথা) এডক এডকর অবধক লেদ ববনু্দ পাওয়া যায় তাহডে অন্বয়টা ফাংশডনর 

মযবাদা হারাডব ।  

একটা প্রশ্ন লথডকই যায় যবদ বকেু গ্রাডফর বকেু অংডশ y অডক্ষর সমান্তরাে সরেডরখা এডকর অবধক ববনু্দডত লেদ কডর আর বকেু 

অংডশ একটা ববনু্দডত লেদ কডর তাহডে অন্বয়টা ফাংশন হডব বকনা লসই বযাপাডর বক বসদ্ধান্ত বনডবা? 

উিরটা হডো লয ববনু্দডত বা গ্রাডফর লয অংডশর জনয একটা লেদ পাওয়া যাডব লসই অংশটা ফাংশন আর লয অংশ গুডোডত এডকর 

অবধক লেদ পাওয়া যায় লসই অংশটা ফাংশন নয় ।  
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বববভন্ন রকডমর আকৃবতর গ্রাফ কখন ফাংশন হয় কখন হয় না লসই কথা গুডো বেডত লগডে আডরা অডনক আডোচনা করডত হডব যা 

এখন সম্ভব না । আপাতত ওইডয y অডক্ষর সমান্তরাে সরেডরখা আকার বুবদ্ধটা বদোম ওটাই মডন রাডখা তাহডেই লযডকাডনা গ্রাফ 

আসডে ফাংশনই বনডদব শ কডর বকনা তা অনায়ডশ লবাঝা সম্ভব ।  

 
েববডত লয গ্রাফটা লদখাডনা হডয়ডে তাডত y অডক্ষর সমান্তরাডে েম্ব আকা হডে তা দুইটি ববনু্দডত লেদ করডে কাডজই এই অন্বয়টি 

ফাংন হডত পাডর না এমন যবদ অনয লকাডনা গ্রাডফ লদডখা তাহডে লকাডনা মডতই লসই অন্বয়টি ফাংশন হডব না । তডব হযা গ্রাডফর 

লকাডনা ববডশষ অংশ জুড়ে যবদ y অডক্ষর সমান্তরাডে আকা সরেডরখা গ্রাফটিডক শুধুমাি একটি ববনু্দডত লেদ কডর তাহডে ঐটুকু 

বযববধর জনয অন্বয়টি ফাংশন । এই বনডয় আডে শত কথা লসগুডো পডর বপ্রডন্টি বই আসডে বেডবা । 

 
এডক্ষডি লয গ্রাফটি পাওয়া লগডে তাডত লদডখা y অডক্ষর সমান্তরাডে লরখা আকার ফডে মাি একটা ববনু্দডতই লেদ কডরডে কাডজই 

এই গ্রাফটি লয অন্বডয়র লসটি একটি ফাংশন । 



52 
 

েোিংশকনর প্রজিজবম্ব(Image of Function) 

এর আডগ ইনভাসব ফাংশন বা ববপরীত ফাংশন বনডয় আডোচনা কডরবেোম । লস এক আজব বজবনস,দপবডণর উপর ফাংশডনর 

প্রবতববম্ব । আয়নায় বনডজর লচহারা লদডখডো লতা?  

একইভাডব আয়নায় ফাংশন বনডজর লচহারা লদখডত পাডর । বযাপারটা ঠিক বনডচর েববর মডতা হডব  

 
আয়নায় ফাংশন বনডজডক লদখডে লযমন হডতা 

গ্রাডফ ফাংশন আর ইনভাসব ফাংশডনর গ্রাফ এই আচরণ টাই লদখাই একদম আয়নায় বনডজর লচহারা লদখার মডতা বযাপার ঘডট । 

চডো একটা ফাংশন আর ইনভাসব ফাংশডনর গ্রাফ আকডে লকমন লদখায় একটু লদডখ আবস । 
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𝑦 = 𝑒𝑥 একটা ফাংশন হডে তার ইনভাসব ফাংশন হডো 𝑦 = 𝑙𝑛𝑥  

 

 

েববডত 𝑦 = 𝑒𝑥 আর 𝑦 = 𝑙𝑛𝑥 ফাংশডনর গ্রাফ আকা হডয়ডে এর ফডে বক ঘটডে লদখডত পাডচ্ছা । লকাডনা বমে 

পাডচ্ছা?লকউ লকউ হয়ডতা পাডচ্ছা । 

একটা বযাপার লখয়াে কডরা গ্রাফ দুইটার আকৃবত একই রকম শুধু অবস্থান আোদা,আবার ফাংশডনর লয লস্কচ পাওয়া লগডে লসই 

লস্কডচর প্রবতটা ববনু্দ এডক অপডরর সাডপডক্ষ প্রবতসম । এই একই বযাপার আডরা ফাংশডনর গ্রাডফ েক্ষয করা যায় 
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এইডয দুইটা গ্রাডফর লস্কডচর উপডর সকে ববনু্দ প্রবতসম লকন এমন হডচ্ছ? লকই বা দপবডণর মডতা ভূবমকা লরডখ প্রবতসম ববনু্দ 

অথবাৎ, যত্ন কডর প্রবতটা ববনু্দর প্রবতববম্ব দতরী করডে ধরডত পারডো ।  

আমাডদর এই দপবণ হডো 𝑦 = 𝑥 !!  

একটা ফাংশডনর লস্কডচর প্রবতববম্ব দতরী করডত লয দপবণ কাজ কডর লসই দপবণ হডো 𝑦 = 𝑥 । েববডত 𝑦 = 𝑥 দপবডণর সাডপডক্ষ 

ফাংশন আর ইনভাসব ফাংশডনর প্রবতববম্ব দতরী হওয়ার ঘটনা লদখাডনা হডো । 

 

 

লকন 𝑦 = 𝑥?  

𝑦 = 𝑥 লতা একটা সরে লরখা যার অথব দাাঁ ়োয় প্রবতববম্ব দতরীডত একটা সমতে দপবণ বযবহার করা হডয়ডে । একটা ববষয় লখয়াে 

কডরা লয প্রবতববম্ব গঠিত হডয়ডে তার মডধয বকন্তু সমতে দপবন দ্বারা গঠিত প্রবতববডম্বর সব ধমবই রডয়ডে ।  

আচ্ছা এমন বকেু করা যায় না লযখাডন আমরা অনয লকাডনা দপবডণর সাডপডক্ষ একটা ফাংশডনর ববপরীত ফাংশডনর েবব আকডত 

পারডবা? লযডকাডনা আকাডরর দপবণ লযমন 𝑦 = 𝑥2 লক বযবহার করডত পাবর অথবা অনয লকাডনা জটিে টযারা-বাকা ফাংশন । 

তাহডে লকমন হয় ববষয়টা?বকভাডব সম্ভব? ভাডবা আবম এই বইডত আর বদডবা না পূনবাঙ্গ বই আসডে বিয়ার করডবা ।  
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সী ো(Limit) 

 

লতামরা লতা জাডনা সব বকেুর একটা সীমা আডে । সীমার বাইডর লকাডনা বকেুই লযডত পাডর না এমনবক একটা ফাংশন ও না ।  

ধডরা একটা অসীম গভীর কূপ । লসখান লথডক আমরা বােবতর সাডথ দব়ে লবডধ পাবন উঠাডবা,সডববাচ্চ কডতাটুকু গভীডরর পাবন 

উঠাডত পারডবা জাডনা? 

দব়ের দদঘবয যতটুকু ঠিক ততটা তার লববশ একটুও না বকন্তু । যবদ অবশয অসীম দদডঘবযর দব়ে লদয়া হয় তাহডে অবশয একদম বনডচর 

পাবন লতাো সম্ভব । তডব োভ লনই এডতা ব়ে দব়ে পৃবথবীডত লকন মহাববডশ্ব লনই । এমন গতব ই বা লকাথায় আডে? ভাডবা একটু ।  

অসীম বনডয় বকেুক্ষণ বচন্তা করডেই লতামার মাথা খারাপ হডয় যাডব ।  

ওইডয আমাডদর ফাংশন লস বকন্তু একটা যডের মডতা বকেু ইনপুট বদডে আউটপুট বদডত পাডর চমৎকার ভাডব একটুও ভূে কডর 

না । বকন্তু জাডনা লতা সব যডের একটা বনবদব ি ক্ষমতা আডে,একটা সীমা আডে এর বাইডর যে কাজ করা বি কডর লদয়,ক্ষমতা 

লদখাডত পাডর না ।  

লকাডনা লকাডনা যে একদম কাজ বি কডর লদয় না প্রবতকূে অবস্থায় েমশ কাডজর গবত কবমডয় লদয়,অবস্থা যতই প্রবতকূে হডত 

থাডক ততই কম কাজ করডত পাডর । লশডষ একটা জায়গায় লস কাজ করা প্রায় লেড়েই লদয়,মাডন লমবশন বজবনস লতা কথা বেডত 

পাডর না বকন্তু আভাস বদডত থাডক আমার সীমা এডতাটুকুই,আবম সডববাচ্চ এই জায়গা পযবন্ত লপৌোডত পারডবা । বুবদ্ধমানডদর এই 

বজবনসটা বুঝডত হয় লকাথায় একটা লমবশডনর কাডজর সীমা ।আমাডদর ও কযােকুোস পারডত হডে বুঝডত হডব ফাংশন নামক 

লমবশডনর সীমা লকাথায়?লকমন পবরডবডশ লস লকমন কাজ কডর?বক লবাঝাডত চায়? 
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একটু প়োশুনার ভাষায় বেডত লগডে একটা ফাংশন েমাগত বনবদব ি মাডনর কাোকাবে চেক গ্রহন করডত থাকডে যবদ এমন হয় 

লয লস সববদা একটা বনবদব ি মাডনর বদডকই যাডচ্ছ তাহডে বুঝডত হয় ।চেডকর একদম পারডফে ঐ মানটার জনয ফাংশডনর মাডনর 

সীমা প্রাপ্ত মানটা । 

ধডরা একটা ফাংশনঃ 

f(x)= 
𝑥2−9

𝑥−3
 

মাডন এই ফাংশডন x= 3 বসাডে সমসযা আডে । সহয করডত পাডর না লস বেড়ে যায় ।  

 
সহযশবি এক্সট্রিম লেডভডে লপৌডে যায় ।  

এইডয ববডশষ ধরডনর ফাংশন এগুডো বেড়ে যায় বা বববচ্ছন্ন হডয় যায় এডদর বোহয় বববচ্ছন্ন (x এর লকাডনা একটা সীমায় বববচ্ছন্ন)।তডব 

বকেু ফাংশন আডে x এর মান যাই বসাও না লকন সব সহয করডত পাডর । এইধরডনর ফাংশনডক বো হয় বনরবববচ্ছন্ন ফাংশন । 

একটু পডরই একটা বজবনস েক্ষয কডর লদখডব একটা ফাংশন বববচ্ছন্ন হডয় যাওয়ার কারন হডো তার হডরর ওজন(মান) চেক যখন 

হর বহডসডব থাডক লকবে তখনই ববডশষ চেডকর ববডশষ সীমার জনয ফাংশন বববচ্ছন্ন হডয় পডর,কাডজই হডর যবদ চেকই না থাডক 

তাহডে লসই ফাংশন কখডনাই বববচ্ছন্ন হডব না । এই তথযটা মডন রাখডত পাডরা অডনক সময় পরীক্ষায় এমন প্রশ্ন লদখডত পাডরা 

যখন বকেু ফাংশন লদবখডয় বো হয় লকান ফাংশনটি অবববচ্ছন্ন বা বববচ্ছন্ন,আশা কবর এমন প্রডশ্ন উির লদয়া সহজ হডব । 
 বকন্তু 3 এর খুব কাোকাবে এডস লস বক বেবেে লসটা বক লদখডত পাডচ্ছা । 

3 এর খুব কাোকাবে মাডন বক জাডনা? 

বনডচর লটববেটা লদডখাঃ 

 োন                             3 মেকক দূরত্ব                োন                             3 মেকক দূরত্ব               

2.9                                            0.1                        3.1 0.1 

2.99                      0.01                       3.01                        0.01                      

2.999                       0.001                     3.001                       0.001                      

2.9999                   0.0001 3.0001 0.0001 

2.99999                 0.00001                 3.00001               0.000001             
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X                          f(x)                      X                            f(x)                     

2.9                                                 5.9                         3.1                                               6.1                                              

2.99                      5.99                     3.01                     6.01                       

2.999                   5.999                    3.001                     6.001                    

2.9999                     5.9999                   3.0001                    6.0001                  

2.99999                 5.99999                3.00001                   6.00001                   

 

উপডরর লটববে দুইটাডত লদখা যাডচ্ছ x এর মান েমাগত 3 এর কাোকাবে আসডেই f(x) েমাগত 6 এর কাোকাবে যায় ।  

এই জায়গা গুডোডত বকন্তু ফাংশন একই কথা বেডে লসটা হডোঃ তার মান েমাগত 6 এ লযডত চায় । বকন্তু ঠিক ৩ ববনু্দডত লপৌডে 

প্রায় কাোকাবে ববনু্দ গুডোর টান সহয করডত না লপডর লস বেড়েই লগে আর কথা বেডত পারডো না । লতামরা বক বুডঝডো আসডে 

লস বক বেবেে,যবদ x=  একদম পারডফে 3 হয় তাহডে লস বেবেে লস হডব 6  

এই বজবনসটা গবণডত বো হয় বেবমট । আডগও বডেবে এই বেবমডটর কথা । উপডরর  

f(x)= 
𝑥2−9

𝑥−3
 

এই ফাংশনটাডত x এর মান ৩ হডত চাইডে বেড়ে যাওয়ার আডগ ফাংশডনর কথা মডতা লস হডত চায় 6 তাই লতা ।  

হডত চায় এর ইংডরবজ Tends to . অংক করার সময় এডতা বেখা লতা যাডব না তাই বো হয়  limit x tends to 3 (এক্স 

এর সীমা হডত চায় 3) 

এই পুডরা বজবনসটা গাবণতীক ভাডব বেখা হয়, 

f(x)= lim
𝑥⟶3

𝑥2−9

𝑥−3
 

যবদ এই রকম একটা ফাংশন বদত, f(x)=
𝑥+2

𝑥+4
 গ্রাফ এডক লদডখা এই ফাংশন x=3 ববনু্দডত বেড়ে না (যবদও অনয ববনু্দডত 

বে়েডব) । এবার যবদ বো হয় x=3 হডে এই ফাংশডনর আউটপুট কত? লবশ সহডজই লবর করা যাডব । এবার এডতা খাটার দরকার 

লনই শুধু মান ববসডয় বদডেই হডো, 

f(3) =
3 + 2

3 + 4
=

5

7
 

আডগর বার limint x tends to লেখার দরকার হডয়বেে বকন্তু এবার লনই । লকননা আডগর ফাংশনটাডত x লকাডনাভাডবই 2 

হডত পাডর বন বকন্তু হওয়ার প্রবে লচিা কডরবেে মাি বকন্তু এবাডররটায় যা খুবশ তাই হডত পারডব ।  
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তাই সরাসবর বেবমট না বেডখ f(3) 

এতক্ষডণর বক বক শুডন বক বুডঝডো বেবমট বক বজবনস? যবদ বুডঝা কাবহনী আডরা বাবক আডে ।  

f(x)=
𝑥2−9

𝑥−3
 

এই ফাংশনটার লক্ষডি লদডখডো বক 3 এর খুব কাোকাবে আসডত পারডেই ভযােু আডস 6 এর কাোকাবে লস লযভাডবই 3 এর 

কাডে আডসা না লকন । 

বকন্তু বকেু বকেু ফাংশন আডে তারা বকন্তু এডতা ভাডো না বেবমডটর কাোকাবে একবদক লথডক আসডে লয উির পাওয়া যায় 

অনযবদক মাডন ববপরীত বদক লথডক আসডে তার ববপরীত উির । 

লযমন ধডরা, g(x)=
1

𝑥
  

এই ফাংশডনর লস্কডচ লদডখা x=0 লত এই ফাংশনটা বববচ্ছন্ন হডয় যায় বা বেড়ে যায় । এখন লদখা যাক,x এর মানডক 0 এর খুব 

কাোকাবে বনডয় লযডত থাকডে বক ঘডট এবাডরও িান বাম দুবদক লথডকই 0 এর কাোকাবে আসডবা । িান ও বাম দুবদক লথডকই ১ 

এর কাোকাবে আসা বেডত বক লবাঝাডনা হডয়ডে আশা কবর বচিঃ২ গ্রাফটা লদখডেই বুঝডব । (বচিঃ১ এর লটববে ১.৩) 

X                         g(x)=
𝟏

𝒙
                                           X                          g(x)=

𝟏

𝒙
 

0.1                                                                                                 10                         -0.1                                                -10                                             

0.01                                            100                  -0.01                        -100                    

0.001                                                             1000                                              -0.001                                               -1000                                              

0.0001                                                         10000                   -0.0001                      -10000                                               

0.00001                                                                                 100000                                                                                                        -0.00001                                                                                                                       -100000                                                          

 

লদখডে এবার বক ঘটডো এবার বক বো যাডব x শূডনযর খুব কাোকাবে লগডে g(x) এর লকাডনা বনবদব ি মান পাওয়া যাডব । লস লতা 

পাওয়া যাডচ্ছই না । ব়ে লজা়ে বেডত পাবর x েমাগত 0 এর কাোকাবে আসডে g(x) এর মান েমাগত ব়ে হডত থাডক । একদম 

শূনয হডয় লগডে g(x) এর যত ব়ে মান পাডবা তার লকাডনা সীমা নাই মাডন অসীম । বকন্তু ভাডো কডর লদডখা লসটা বোর ও বক 

উপায় আডে? 

নাহ লনই কারন ঋণাত্নক বা বাম বদক লথডক েমাগত 0 এর কাোকাবে এডে g(x) েমাগত ব়ে একটা ঋণাত্নক সংখযা হডত থাডক 

এক সময় হয়ডতা হডব ঋণাত্নক অসীম । ঋণাত্নক অসীম মাডন হডো যত টাকা ধার বনডে জীবডনও লশাধ করা সম্ভব হডব না লসইটা 

।  
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তাহডে বক বেডবা, 

lim
𝑥→0

1

𝑥
=? ? 

ঋণাত্নক অসীম না ধণাত্নক অসীম কাডরা কাডে উির আডে বক? যবদ ববতকব  োবগডয় লদয়া হয় দুই দেই সমান যুবি লদয় তাই এ 

বনডয় আর মাথা ঘামাডনা হয় বন । বডে লদয়া হডয়ডে উির জানা লনই । গবণত এই প্রডশ্নর উির বদডত পাডর বন । এটা অসঙ্গাবয়ত । 

এডতাক্ষডণ বক বুডঝডো অসঙ্গাবয়ত আর অসীম এক বজবনস না । 

ম  প্রশ্ন গুকলোর উত্তর গজণি িোকন নো(What math doesn’t know) 

এবার লদখাডবা আডরা এক মজার বজবনস 

0

0
 

লোট লবোর বনয়ডম এই ভাগটা লমোডনার লচিা করা যাকঃ 

আমরা বকন্তু জাবন, 

0 × 𝑥 = 0[x যা ইচ্ছা তাই হডত পাডর,লসাজা কথা ০ বদডয় লকাডনা বকেুডক গুন করডে পাওয়া যায় ০] 

এবার ভাগ কডরা, 

0 × 1 = 0 ⟹
0

0
=1 

 0 × 2 = 0 ⟹
0

0
=2 

0 × 3 = 0 ⟹
0

0
=3 

 0 × 4 = 0 ⟹
0

0
= 4 

0 × 𝜋 = 0 ⟹
0

0
= 𝜋 

 0 × (−2) = 0 ⟹
0

0
= −2 

0 × (−𝑒) = 0 ⟹
0

0
= −𝑒 
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উপডরর অংক গুডোডত বক লকাডনা ভূে আডে । লনই লতা ভাডো কডর প়ো শুনা কডর লদডখা লনই । তাহডে আসে উিরটা কত? 

এটাও গবণডতর জানা লনই ।  

এই রকম আডরা বকেু বজবনস আডে লযগুডো গবণত জাডন না ।  

অবনডণবয় আকার গুডো একটু বফে করা যাকঃ 

এর আডগ লতা লদখাোম লকাডনা ফাংশডনর হডর শূনয থাকডে প্রচুর ঝাডমো । অথবাত,বনডচ শূনয থাকডেই সমসযা আডে উপডর যাই 

থাকুক না লকন বনডচ শূনয থাকা যাডব না ।  

x/o এর গেঃ 

যবদ এই x=0 হয় তাহডে বক ঘটডব(0/0)? শূডনয শূডনয কাটা তাই লতা? বকন্তু না এখাডন বাডধ যুদ্ধ । 

বনডচর শূনযঃ উপডর লযই থাকুক আবম তাডক অসীডম পাঠাই অথবা একদম ঋণাত্বক সংখযার প্রাডন্ত পাঠাই । (এখাডনই লকাডনা বনবদব ি 

উির লনই) 

উেকরর শূনযোঃ ভাগফে যাই লহাক,আবমও লসই বজবনস আমার কাডে লযই আসুক আবম তাডক ০ বানাই । 

গজণিজবদোঃসবর,আমরা বকেুই বেডত পারোম না ।  

এবার অসীম বনডয় বকেু কথা, 

অসীম আর অসীম এই দুইটার মডধয লকাডনা গাবণতীক কাজই সম্ভব না । অসীম লথডক বকেু কমাডেও তার লকাডনা পবরবতব ন লনই 

বা়োডেও তার লকাডনা পবরবতব ন লনই ।  

মাডন,∞ ∓ 𝑥 = ∞ তাই হওয়ার কথা না । বকন্তু না যবদ এটাই ধডর লনয়া হয় তাহডে অডনক ব়ে ব়ে ঝাডমো লবডধ যাডব । 

এগুডোর দায় গবণতবদরা বনডত রাবজ নন ।  

তাই এই কাজ গুডো কখডনাই করা যাডব না, 

(∞ × ∞) = (
∞

∞
) = (∞ − ∞) = গবণত জাডন না 

কখডনাই এই কয়টা বজবনস বযবহার কডর বকেু প্রমাণ করার লচিা করবা না । লযমনঃ1+2+3+4+…=-1/12, 1=4,1=2 এই 

প্রমাণ গুডোডত কখডনা অসীম লথডক অসীম লযাগ করা হয় কখডনা ববডয়াগ বা উেটা পােটা টাইডপর বনয়ম অনুসরন করা হয় যা 

গবণত জাডনই না । 

মাথার উপডর শূনযঃ 

মাথার উপডর শূনয এর মাডন জাডনা, 

সূচডকর এই সূি লতা জাডনা, 
𝑥𝑎

𝑥𝑏
= 𝑥𝑎−𝑏 a=b ববসডয় বদডে দাাঁ ়োয়, , 

𝑥𝑎

𝑥𝑎
= 𝑥0 

এবার যবদ x=∞ বসাও তাহডে আডস 
∞

∞
= গবণত জাডন না 
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একটা বজবনস লখয়াে কডর লদডখা,অবনবডনয় আকার আসডে কখন,যখন এমন ঘটডে লয যাডদর মডধয গাবণতীক কাজ হডচ্ছ তাডদর 

একজন বেডে এক রকম কথা অনয একজন বেডে আডরক রকডমর কথা তখনই গবণত বডে লদয় এর উির অজানা । 

১ এর মাথায় অসীম ভারঃ 

1∞ 
 

লতামরা লতা জাডনাই 1এর উপডর যাই বদবা পাওয়া যাডব 1। বকন্তু ঝাডমো এই বযাটা অসীডমর লবোয়  

ধডরা, 

𝑥 = 1∞ ⟹ 1.1.1.1 …  ⟹ 𝑥 = 1. 𝑥 

এখান লথডক x এর লকাডনা মানই লবর করা সম্ভব?? 

এডতাক্ষণ লয কয়টা বজবনস বনডয় আডোচনা কডরবে লসগুডোর মান গবণত জাডন না । লযডকাডনা উির হডত পাডর বকন্তু আসডে 

কডতা হডব তা সঠিক ভাডব বো যাডব না । লতা লয কয়টা আকাডরর বীজগাবণতীক রাবশ থাকডে তার মান গবণত জাডন না লসই রকম 

৭ টা আকার আডে  

𝟎

𝟎
 

∞

∞
 𝟎𝟎 𝟏∞ ∞ − ∞  ∞𝟎 𝟎. ∞ 

আমাডদর লটক্সট বই গুডোডত এই আকার গুডোডত বববভন্ন বেবমট বদডয় অংক করডত বো হয় । 

একটু আডগ বডেবে এই আকার গুডোর উির অবনডনবয় মাডন আসডে মান লকানটা গবণত জাডন না । মান যা ইচ্ছা তাই হডত 

পাডর,বকভাডব এই আকার গুডোর মান যা ইচ্ছা তাই হডত পাডর আডগ প্রমাণ লদবখডয়বে ।  

এবার লদখাডবা অবনডনবয় আকার গুডো বকভাডব আডস  

𝑥2 − 9

𝑥 − 3 
 

এই ফাংশনটাডত যবদ x=3 ববসডয় দাও তাহডে অবনডনবয় আকার 
0

0
 চডে আসডব । বকন্তু লিসডমাডস যাও এই ফাংশডনর গ্রাফ 

আডকা,লসই গ্রাডফ x=3 ববনু্দটার খুব কাডে যাও লদখডব গ্রাফটা বকেু বেডত চাইডে । গ্রাডফর লরখা েমাগত একটা বনবদব ি মাডনর 

কাডে লপৌোডত চাইডে । আমরা লদডখ বুঝডত পাবর এই ফাংশনটার লশষ সীমা লকাথায় হডব ।  
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মক বকলকে গজণি িোকন নো গজণি সব িোকন(Math can answer 

Everything) 

অবনডনবয় আকার মাডনই লয তার সীমাস্থ মান বো অসম্ভব এমন ভাবার লকাডনা কারন লনই সকে অবনডনবয় আকাডরর সীমাস্থ মান 

লবর করা সম্ভব তার জনয আমাডদর শুধু বকেু লকৌশে প্রডয়াগ করডত হয় ।  

এখাডন বকেু অবনডনবয় আকার এবং তাডদর সীমাস্থ মান লবর করার লকৌশে লদখাডবা 

সাধারণ এবং মাথাডমাটা টাইডপর একটা লকৌশে হডো লয ফাংশন লদয়া আডে তার গ্রাফ এডক লফো তারপর লয বেবমডট মান 

জানডত চাওয়া হডচ্ছ,গ্রাডফ লসই বেবমডটর বদডক তাকাডনা এইভাডব একটা বনবদব ি মান পাওয়া যাডব । যবদও এই লকৌশে প্রডয়াগ 

করা ঝাডমো আডে তাও বকন্তু কাযবকর ! 

খাতা কেডম বেবমডটর মান লবর করার জনয ববডশষ আকাডরর ফাংশডনর লচহারা লদবখডয় বকেু লকৌশে লশখাডনা যাকঃ 

ম ৌজলক মকৌশলোঃ১- ফাংশন যবদ ভগ্াংশ হয় তাহডে অবনডনবয় আকার দতরী হওয়ার কারন হডো হডরর মান শূণয হওয়া 

লযমনঃ
𝑥2−9

𝑥−3 
  এই ধরডনর ফাংশডনর লক্ষডি । এমন হডে সব সময় লচিা করডত হডব গাবণতীক উপাডয় হডর এমন বকেু বনডয় আসা 

যাডত বেবমট মান ববসডয় বদডয় সঙ্গাবয়ত করা যায় ।  

ম ৌজলক মকৌশলোঃ২-ফাংশনডক অসীম ধারায় ববসৃ্তত করার লচিা করা । অসীম ধারায় ববস্তার করার উডদ্দশয থাডক ভগ্াংশ আকাডরর 

ফাংশনডক উৎপাদডক ববডেষণ করার মাধযডম হডর থাকা লয উপাদাডনর কারডন অসঙ্গাবয়ত রূপ আডে লসটা বাবতে করা । এখাডন 

অসীম ধারা বেডত ex, 𝑎𝑥, ln (1 + 𝑥) এই ধরডনর ফাংশন গুডোডক ধারায় ববস্তার করার কথা বো হডয়ডে । 

একটা উদাহরণ বদডয় লবাঝাডনা যাকঃ 

lim
𝑥⟶0

𝑒𝑥−1

𝑥
  এই ফাংশডন সরাসবর  x=0 ববসডয় বদডে অবনডনবয় আকার 

0

0
 চডে আসডব । আমরা ইবতপূডবব 𝑒𝑥 লক অসীম ধারায় 

ববস্তার করডত বশডখবে । এখাডন লসই কাজটা করবে । 

lim
𝑥⟶0

𝑒𝑥 − 1

𝑥
 

= lim
𝑥⟶0

1 + 𝑥 +
𝑥2

2! +
𝑥3

3! + ⋯ − 1

𝑥
 

= lim
𝑥⟶0

𝑥 +
𝑥2

2! +
𝑥3

3! + ⋯

𝑥
 

= lim
𝑥⟶0

𝑥 (1 +
𝑥1

2! +
𝑥2

3! + ⋯ )

𝑥
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= lim
𝑥⟶0

 1 +
𝑥1

2!
+

𝑥2

3!
+ ⋯ = 1 

লদখডে বকভাডব অবনডনবয় আকার লথডক বনডনবয় আকার আনা যায় । 

ম ৌজলক মকৌশলোঃ৩-প্রডয়াজনীয় দবধ গাবনতীক উপায় অবেম্বন কডর প্রদি বেবমটডক লচনা লকাডনা ফাংশডনর রূডপ পাওয়া । 

উদাহরণ বদডয় বিয়ার করবে । 

আমরা অডনক অডনক আডগ এই বইডতই বশডখবে lim
𝑛⟶∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑛

= 𝑒 এবং lim
𝑛⟶∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑛𝑥

= 𝑒𝑥 যবদ এই 

আকাডরর ফাংশন লদয়া হয় তাহডে বেবমটটাডক বচডন বনডয় ওই ফাংশন রূডপ লফরত বদডত হডব । 

লযমনঃ 

lim
𝑥⟶∞

(1 +
1

𝑎𝑥
)

𝑥

 এখাডন 𝑥 = ∞ ববসডয় বদডে অবনডনবয় আকার 1∞ চডে আসডব । আমরা বকেু দবধ গাবনতীক উপাডয় 

ফাংশনটাডক গুবেডয় বেখডত পাবর, 

lim
𝑎𝑥⟶∞

(1 +
1

𝑎𝑥
)

𝑎𝑥×
1
𝑎

= 𝑒
1
𝑎 

এখাডন একটা বজবনস অপবরবচত হডত পাডর তাহডো বেবমডটর সাডথ a গুন করা । এই কাজটা বকন্তু দবধ লকননা 𝑥 ⟶ ∞ মাডন 

x একটা ববশাে ব়ে সংখযা এডক যবদ আবার লকাডনা একটা ধ্রুবক দ্বারা গুন করা হয় তাহডেও ববশাে ব়ে একটা সংখযাই পাওয়া 

যাডব যাডক আমরা অসীম ববে কাডজই 𝑥 ⟶ ∞ হডে 𝑎𝑥 ⟶ ∞ এডত লকাডনা সমসযা লনই ।  

আডরা একটা ববষয় লখয়াে কডরা এখাডন আমাডদর লয ফাংশন লদয়া হডয়ডে আমরা বকন্তু এক ববনু্দও পবরবতব ন কবর বন । শুধু a 

বদডয় গুন কডরবে আবার ভাগ কডরবে এর ফডে মান অপবরববতব তই লথডক লগে আবার উপবর পাওয়া বহডসডব একটা ববডশষ আকাডরর 

ফাংশন লপোম যাডক আমরা লচনা একটা রূডপ বেখডত পাবর ।  

এই রকডমর আডরা বকেু ফাংশন আডে লযগুডোর বেবমট মান লবর করডত ফাংশন গুডোডক অসীম ধারায় ববসৃ্তত করডত হয়,লযমন 

lim
𝑥⟶0

𝑎𝑥+𝑎−𝑥

𝑥
, lim
𝑥⟶0

𝑒2𝑥−1

𝑎𝑥
 এগুডো সমাধান করার জনয লযসব অসীম ধারা লসখাডনা দরকার লসগুডো বশবখডয়বে । যবদও এখডনা 

লবশ বকেু অংডক ধাক্কা লখডত পাডরা । তডব লববশ লববশ চচব া করডত হডব । 

After all, Practice makes a man perfect 

এবাডর বেবমডটর লমৌবেক আকার এবং তাডদর মান বকভাডব লবর করডত হয় তা লদখাডবা লযগুডো সমসযা সমাধান এবং ববডশষ রূপ 

বচনডত কাডজ োগডব ।  

আকোর-১ 

lim
𝑥⟶−𝑎

(𝑥+𝑎)(𝑥+𝑏)

𝑥+𝑎
  

এই আকাডর বা এর সমতূেয লকাডনা আকাডর থাকডে হডর সঙ্গাবয়ত মান বনডয় আসডত হডব তারপর বেবমট মান বসাডত হডব । 

লযমনঃ 
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lim
𝑥⟶−2

𝑥3 + 8

𝑥 + 2
 

= lim
𝑥⟶−2

(𝑥 + 2)(𝑥2 − 2𝑥 + 4)

𝑥 + 2
 

= lim
𝑥⟶−2

𝑥2 − 2𝑥 + 4 = 12 

আকোর-২ 

lim
𝑥⟶𝑎

𝑥𝑛 − 𝑎𝑛

𝑥 − 𝑎
 

এখাডন 𝑥 ⟶ 𝑎 হডে a এর সাডথ একটা কু্ষদ্র সংখযা ℎ ⟶ 0 লযাগ কডর বদডতই পাবর তাহডে বকন্তু লকাডনা ব়ে অপরাধ হডব 

না কারন h এর মান লতা প্রায় 0  

তাহডে দা়োডচ্ছ, lim
ℎ⟶0

𝑎 + ℎ = 𝑥 

প্রদি ফাংশডন এই লকৌশেটা প্রডয়াগ করবে তাহডে পাডবা, 

 

lim
ℎ⟶0

(𝑎 + ℎ)𝑛 − 𝑎𝑛

(𝑎 + ℎ) − 𝑎
 

= lim
ℎ⟶0

𝑎𝑛 + 𝑛𝑎𝑛−1ℎ + 𝑛𝑎𝑛−2ℎ2 + ⋯ + ℎ𝑛 − 𝑎𝑛

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

𝑛𝑎𝑛−1ℎ + 𝑛𝑎𝑛−2ℎ2 + ⋯ + ℎ𝑛

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

ℎ(𝑛𝑎𝑛−1 + 𝑛𝑎𝑛−2ℎ1 + ⋯ + ℎ𝑛−1)

ℎ
 

= 𝑛𝑎𝑛−1  

এবার লথডক এই আকাডরর ফাংশন সামডন আসডে সরাসবর এই সূি প্রডয়াগ করডব । লযমনঃ 

lim
𝑥⟶3

𝑥5 − 35

𝑥 − 3 
= 5.35−1 = 5.34 

এই আকাডরর ফাংশন আডরা বকেুটা জটিে আকাডর লদয়া থাকডত পাডর, 

lim
𝑥⟶𝑎

𝑥
7
2 − 𝑎

7
2

√𝑥 − √𝑎
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=
lim

𝑥⟶𝑎

𝑥
7
2 − 𝑎

7
2

𝑥 − 𝑎

lim
𝑥⟶𝑎

𝑥
1
2 − 𝑎

1
2

𝑥 − 𝑎

 

=

7
2 𝑎

7
2

−1

1
2 𝑎

1
2

−1
 

=
7

2
× 2 × 𝑎

5
2

+
1
2 = 7𝑎3 

এই টাইডপর একটা অংক কডর লদয়ার উডদ্দশয হডচ্ছ বাবক গুডো লতামরা বনডজরাই পারডব । আশাকবর আবম সফে!! 

আকোরোঃ৩- 

lim
𝑥⟶∞

𝑎𝑥𝑛 + 𝑏𝑥𝑛−1 + 𝑐𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝑑

𝑒𝑥𝑛 + 𝑓𝑥𝑛−1 + 𝑔𝑥𝑛−2 + ⋯ + ℎ
 

এই আকাডরর লকাডনা ফাংশন থাকডে েব ও হর লথডক x এর সডববাচ্চ ঘাত দ্বারা েব ও হরডক ভাগ কডর বদডত হয় ফডে 

ফাংশনটাডক এই রূডপ পাওয়া যায়,  

lim
𝑥⟶∞

𝑎𝑥𝑛 + 𝑏𝑥𝑛−1 + 𝑐𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝑑

𝑒𝑥𝑛 + 𝑓𝑥𝑛−1 + 𝑔𝑥𝑛−2 + ⋯ + ℎ
 

= lim
𝑥⟶∞

𝑥𝑛(𝑎 + 𝑏𝑥−1 + 𝑐𝑥−2 + ⋯ + 𝑑𝑥−𝑛)

𝑥𝑛(𝑒 + 𝑓𝑥−1 + 𝑔𝑥−2 + ⋯ + ℎ𝑥−𝑛)
 

এখাডন x সংখযা লরখার ধণাত্বক বদডক ববশাে ব়ে একটা সংখযা কাডজই x এর সব ঋণাত্বক ঘাতডক শূণয বো যাডব ।  

কাডজই বেখডত পাবর,
1

x
= 0,

1

𝑥2 = 0 …
1

𝑥𝑛 = 0  

এবার ফাংশডন বেবমট মান ববসডয় বদডয় পাই, 

lim
𝑥⟶∞

(𝑎 + 𝑏𝑥−1 + 𝑐𝑥−2 + ⋯ + 𝑑𝑥−𝑛)

(𝑒 + 𝑓𝑥−1 + 𝑔𝑥−2 + ⋯ + ℎ𝑥−𝑛)
 

=
𝑎 + 0 + 0 + ⋯

𝑒 + 0 + 0 + ⋯
=

𝑎

𝑒
 

লযমনঃ 

lim
𝑥⟶∞

2𝑥4 − 3𝑥2 + 1

6𝑥4 + 𝑥3 − 3𝑥
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= lim
𝑥⟶∞

𝑥4 (2 −
3

𝑥2 +
1

𝑥4)

𝑥4 (6 +
1
𝑥 −

3
𝑥3)

 

=
2

6
=

1

3
 

বেবমট অসীডম থাকডে ফাংশডনর মান হডব সডববাচ্চ ঘাডতর সহগদ্বডয়র অনুপাত । বিয়ার? 

এবার লথডক পরীক্ষায় এমন বহুবনববাচনী প্রশ্ন থাকডে লসাজাসুবজ উির করডত পারবা । 

 

আকোর-৪ 

lim
𝑥⟶0

(1 + 𝑎𝑥)
𝑏
𝑥     lim

𝑥⟶∞
(1 +

1

𝑎𝑥
)

𝑥
𝑏

   

 

lim
𝑛⟶∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑛𝑥

= 𝑒𝑥 হয় এটা লতা জাডনা একই ভাডব lim
𝑛⟶0

(1 + 𝑛)
1

𝑛
𝑥 = 𝑒𝑥 হয় এটাও মডন লরডখা  

lim
𝑛⟶0

(1 + 𝑛)
1

𝑛
𝑥
 এটিডক বদ্বপদী ববসৃ্তবতর সাহাডযয ববসৃ্তত কডর আমরা সহডজই প্রমাণ করডত পাবর lim

𝑛⟶0
(1 + 𝑛)

1

𝑛
𝑥 =

𝑒𝑥 আবম এখন আর প্রমান করডত যাডবা না । লতামরা ইডচ্ছ করডে প্রমাণ কডর লদখডত পাডরা ।  

lim
𝑥⟶0

(1 + 𝑎𝑥)
𝑏

𝑥     এই আকাডর লকাডনা ফাংশন থাকডে তাডক আমরা বনডচর  মডতা বেখডত পাবর, 

lim
𝑎𝑥⟶0

(1 + 𝑎𝑥)
𝑎𝑏
𝑎𝑥   = lim

𝑎𝑥⟶0
((1 + 𝑎𝑥)

1
𝑎𝑥 )𝑎𝑏 = 𝑒𝑎𝑏  

লযমনঃ 

lim
𝑥⟶0

(1 + 3x)
5
𝑥 = lim

3𝑥⟶0
(1 + 3𝑥)

5×3
3𝑥 = lim

3𝑥⟶0
((1 + 3𝑥)

1
3𝑥)15 = 𝑒15  

lim
𝑦⟶0

(1 + 𝑥𝑦)
1
𝑦 = lim

𝑥𝑦⟶0
(1 + 𝑥𝑦)

1×𝑥
𝑦×𝑥 = lim

𝑥𝑦⟶0
((1 + 𝑥𝑦)

1
𝑥𝑦)𝑥 = 𝑒𝑥 

lim
𝑥⟶∞

(1 +
1

𝑎𝑥
)

𝑥
𝑏

  = lim
𝑎𝑥⟶∞

(1 +
1

𝑎𝑥
)

𝑎𝑥
𝑎𝑏

= lim
𝑎𝑥⟶∞

((1 +
1

𝑎𝑥
)𝑎𝑥)

1
𝑎𝑏 = 𝑒

1
𝑎𝑏 

আকোরোঃ৫- 

lim
𝑥⟶0

𝑒𝑥−1

𝑥
  lim

𝑥⟶0

ln(1+𝑥)

𝑥
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lim
𝑥⟶0

𝑒𝑥−1

𝑥
= 1 এই ফাংশডনর বেবমটটা একটু আডগই প্রমাণ কডর এডসবে । 

এই ফাংশনডক বযস্তকরন করডেও বেবমট মানটা একই থাডক অথবাৎ,  

 এই ধরডনর একটা অংক বদডয় উদাহরন লদয়া যাক, lim
𝑥⟶0

𝑥

𝑒𝑥−1
= 1 

lim
𝑥⟶0

𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥 − 1

𝑠𝑖𝑛𝑥
= lim

𝑠𝑖𝑛𝑥⟶0

𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥 − 1

𝑠𝑖𝑛𝑥
= 1 

 

lim
𝑥⟶0

ln(1 + 𝑥)

𝑥
 

ধডর বনবচ্ছ y = ln(1 + x) ⟹ ey = 1 + 𝑥 ⟹ 𝑥 = 𝑒𝑦 − 1 

এখাডন x ⟶ 0 হওয়ায় 𝑒𝑦 − 1 ⟶ 0 

ধডর লনয়া মান গুডো আসে ফাংশডন ববসডয় পাই,  

lim
𝑥⟶0

ln(1 + 𝑥)

𝑥
 

= lim
𝑒𝑦−1⟶0

𝑦

𝑒𝑦 − 1
= 1 

আকোর-৬ 

lim
𝑥⟶∞

𝑎𝑥 − 𝑎−𝑥

𝑎𝑥 + 𝑎−𝑥
= lim

𝑥⟶∞

𝑎𝑥(1 −
1

𝑎2𝑥)

𝑎𝑥(1 +
1

𝑎2𝑥)
= lim

𝑥⟶∞

1 −
1

𝑎2𝑥

1 +
1

𝑎2𝑥

 

lim
𝑥⟶∞

𝑎2𝑥 এর মান অডনক ব়ে লকাডনা লশষ লনই,কাডজই 𝑎2𝑥 অসীম !! সুতরাং, 
1

𝑎2𝑥 ⟶ 0 

lim
𝑥⟶∞

1 − 0

1 + 0
= 1 

লয আকার গুডো বদোম এগুডো একদম লমৌবেক এগুডোডক বববভন্ন রডঙ রাবঙ্গডয় উির জানডত চাওয়া হডত পাডর । লতামাডদর লখয়াে 

রাখডত হডব ।  

এই অংডশ বিডকাণবমবতক বেবমট গুডো বাদ বদডয় লগোম এগুডো বনডয় বইডয়র অনয একটা অংডশ আডোচনা করা হডয়ডে । লকন 

জাবন এই অংডশ বিডকাণবমবতক ফাংশডনর বেবমট বনডয় আডোচনা করডত ভাডো োগডে না । 

অসীম বেবমটঃ লকাডনা ফাংশডন একটা মাডনর জনয যবদ ফাংশডনর গ্রাফ সংখযা লরখার অসীডম বনডদব শ কডর তাহডে ওই বেবমটডক 

অসীম বেবমট বো হয় । লযমনঃ lim
𝑥⟶0

1

𝑥2
= ∞ 
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আবার, lim
𝑥⟶0−

1

𝑥
= −∞ হয় লকননা এখাডন 0− দ্বারা এখাডন সংখযা লরখার ঋণাত্বক বদক লথডক 0 এর খুব কাোকাবে লবাঝাডনা 

হডয়ডে তাই মান হডব ঋণাত্বক অসীডমর কাোকাবে ।  

একইভাডব, lim
𝑥⟶0+

1

𝑥
= ∞  

মাডঝ মাডঝ অডনডক অসীম বেবমট বেডত lim
𝑥⟶∞

2𝑥4−3𝑥2+1

6𝑥4+𝑥3−3𝑥
 এই টাইডপর বেবমট গুডো বুডজ বকন্তু আসডে লয বেবমডটর মান 

অসীম তাডক অসীম বেবমট বো হয় । 

বেবমডটর আডোচনা এ পযবন্তই ... 

েূন োঙ্গ বই আসকল আকরো জবস্তোজরি সব জকেু মদয়োর মচষ্টো করকবো ।এখাডন একটা বজবনস বাদ বদডয় লগোম লসটা হডো 

বিডকাণবমবতক বেবমট লসটা বনডয় সময়মত এই বইডতই আডোচনা করডবা 
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হোর বো েজরবি কনর হোর(Rate or rate of change) 

 
খুব সহজ একটা বাংো মুবভর উদাহরন বদডত ইডচ্ছ হডচ্ছ ।  

জবসডমর অভাডবর সংসার । ঘডর চাে লনই, জসীম বরকশা চাবেডয় যা বদন আডগ বদন খায় । একবদন বাসায় ভাত রান্নার অবস্থা নাই 

জসীম সারাবদডনর উওয়াজব ন ৩০০ টাকা বনডয় বাজাডর লগডো চাে বকনডব বডে । লতা লয লদাকাডন লগডো লসটা আবার বেে বনদব য় 

এক বভডেডনর লদাকান ।    

জসীম বজডজ্ঞস করডো চাে কত টাকা? 

লদাকানদার উির বদডো ৭৫,০০০টাকা (লদাকাডন যত চাে আডে সব চাডের দাম বডে বদডো,বাডজ একটা লদাকানদার সুডযাগ 

লপডেই এমন অভাবী মানুষডদর লপডট োবথ মাডর) 

বকন্তু জসীডমর কাডে তাকা লতা মাি ৩০০ এই বদডয় লস বকভাডব চাে বকনডব তাহডে, তার লতা দরকার লমাডট ৫ লকবজর মত চাে 

।এখন লতমন প়োডশানা না জানডে ৫ লকবজ বকনডত কডতা োগডব লসটা লবর করাও মুশবকে এবদডক ঠকাডনার জনয লতা বডসই 

আডে বাডজ লদাকানদার । 

লবশ ভাডোই সমসযা বকন্তু!! আচ্ছা বক এমন মহাভারত অশুদ্ধ হডয় লযত যবদ লদাকানদার এভাডব বেডতা চাে ৪০ টাকা লকবজ ।  

তাহডেই হয়ডতা জসীম বডে বদডত পারডতা আচ্ছা আমাডক ৫ লকবজ বদন । আর ৫ লকবজর নাম বহডসব করার মডতা জ্ঞান তার 

লমাটামুটি থাকার কথা ।এভাডব চাডের দাম বোডত বহসাব ও লসাজা হডয় লগে । 

মাডন এক লকবজ চাে বকনডে বক হাডর দাম বদডত হয় এটা জানডে খুব উপকার হয় তাইনা!!   

এজনযই লকাডনা বকেুর হার জানাটা এডতা গুরুত্বপূনব । 

এই হার হয় বকডসর? বযাংডক সুডদর হার(প্রবত ১০০ টাকায় কডতা টাকা সুদ পাওয়া যাডব),জন্মহার(একটি লদডশ প্রবত বের প্রবত 

হাজাডর কত জন বশশু জন্মগ্রহন কডর),মৃতুযহার(একটি লদডশ প্রবত বের প্রবত হাজাডর কত জন বশশু জন্মগ্রহন কডর),কডরানা 

ভাইরাডসর আেমডন প্রবতশডত কতজন কডর মারা যাডচ্ছ এসবই বকন্তু গুরুত্বপূনব বহসাব এগুডো জানা খুব দরকাবর । আশা কবর 

বুডঝডো লকন দরকাবর । 
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আমরা যখন একটা বীজ বপন কবর রাবখ দুই বতন বদন পর লদখা যায় অংকুবরত হডয়ডে, আডস্ত আডস্ত ভ্রুণ লবর হয়,পাতা হয় কান্ড 

হয়,গাে বদডন বদডন ব়ে হয়, ফে লদয়, ফুে লদয় আচ্ছা একটা গাডের চারার বদডক যবদ বমবনট খাডনক তাবকডয় থাডকা তাহডে ওই 

চারা গাডের আকৃবত কডতাটা পাল্টাডো বুঝডত পারা যাডব? আসডে সম্ভব না বকন্তু । বকন্তু দুই বদন পডর বগডয় লদখডে লয চারা গাডে 

১০ টা পাতা বেে লসটাডত আডরা ৩ টা নতুন কবচ কবচ পাতা লবর হডয়ডে । যবদও দুই বমবনট তাবকডয় লথডক বকেুই লবাঝা যায় বন 

। এসডবর একটাই মাডন চারা গাে আডস্ত আডস্ত বড়ো হয় এর আকৃবতর পবরবতব ন ঘডট লসই পবরবতব ন আমরা আপাত দৃবিডত লদখডত 

পাই না । এটা একটু জটিে ধরডনর পবরবতব ন তাই না । এসব পবরবতব ডনর হার লবর করডত আমাডদর সাহাযয করডব কযােকুোস ।  

এই টাইডপর হ্রাস বৃবদ্ধ আমরা প্রকৃবতডত আডরা অডনক লদবখ, একটা চেমান বস্তু সব সময় স্থান পবরবতব ন করডত থাডক । ধডরা 

লসাজা পডথ একটা বস্তু চেডে লসই বস্তুটা, আমরা যখন পযবডবক্ষণ করডত শুরু করোম তখন মাডন ০ তম লসডকডন্ড লযখাডন বেে 

১ লসডকন্ড পডর আর লসখাডন লনই ২ বমটার দূডর চডে লগডে । আডরা এক লসডকন্ড পডর লদখা লগে ৫ বমটার দূডর চডে লগডে । 

এভাডব একটা কডর লসডকন্ড চডে লযডত থাকডো আর বস্তুর অবতোন্ত দূরত্ব গুডো েমাগত ৯,১৫,১৯,… আচ্ছা জানডত ইডচ্ছ 

করডে বক লতামাডদর ঐ বস্তুটা ঠিক 4.339 তম লসডকডন্ড কত লবডগ চেবেে? 

বপবচ্চ বপবচ্চ কডরানা ভাইরাস বক অবস্থা কডর লফেডে মানুষডদর,কাডরা রডক্ষ লনই কাডক ঘডর আটডক রাডখ বন বডো । অবশয ওরা 

বক কডর জাডনা সব সময় দে লবডধ থাডক । মুহূডতব ই বংশবৃবদ্ধ কডর লফডে । একটা লথডক কডয়ক লকাটি হডয় যায় বকভাডব বুঝডতও 

পারডব না । ওরা লকমন তা়োতাব়ে বা়েডে জানডে ভাডোই হডতা কযােকুোস জানডে এই ভাইরাস বযাডেবরয়ার জন্মমৃতুয হার ও 

বহসাব করডত পারবা । 

চডো আডরা কু্ষদ্র জগডত লদখা যাক বক ঘটডে । ঋণাত্বক চাডজব র ইডেক্ট্রন বনউবিয়াডসর চারপাডশ লমডঘর মডতা চক্কর কাটডে এমন 

লজাডর চক্কর কাডট মডন হয় একই সাডথ সব জায়গায় আডে বনউবিয়াস লথডক তার দূরত্ব েমাগত পাল্টাডচ্ছ বা়েডে কমডে । কুেম্ব 

বডের কথা মডন আডে ওটাও বনউবিয়াস আর ইডেক্ট্রডনর দূরডত্বর বডগবর বযাস্তানুপাডত লচঞ্জ হডচ্ছ । বকন্তু ইডেক্ট্রন বযাটা ঠিকই 

বনউবিয়াডস বনডজর পতন রুডখ বদডচ্ছ । বকভাডব জাডনা? যখন বনউবিয়াডসর খুব কাডে আসডে লজাডর েুটডে আবার বনউবিয়াস 

লথডক অডপক্ষাকৃত দূডর লগডে একটু আডস্ত েুটডে । কত কত জটিে রকডমর পবরবতব ন । জানডত চাও বকভাডব এসব জানা চায় । 

লশডখা কযােকুোস । 

লস্পশাে বরডেটিবভটিডত জাডনা লবডগর সাডথ ভরডবগ লচঞ্জ হয় । লবগ লববশ হডে ভরডবগ লচঞ্জ হয় একটু লবশ জটিে ভাডবই । 

ভরডবডগর এই পবরবতব ন বহডসডব লরডখ গবতশবি লবর কডর লদডখা,শবি হডয় যাডচ্ছ ভর অথবা ভর হডয় যাডচ্ছ শবি!! ববডশ্বর 

অনযতম গুরুত্বপূনব সতয । প্রমাণ করডত চাও কযােকুোস োগডব ।  

আডরা লয কত কাজ এই পবরবতব ডনর হাডরর । লসগুডো বডে লশষ করা যাডব না । এসডবর জনযই কযােকুোস এডিা গুরুত্বপূনব । 

উপডরর কথা গুডো বেোম লযন লতামরা এই বইটা একটু খাও । আমার লেখা লগোডনার একটা প্রয়াস আর বক! তডব বুঝার সুববধাডথব 

আমরা এডতা আডগই ববশাে ববশাে কঠিন বজবনস বনডয় কাজ করডত যাডবা না । একটু সহজ পবরবতব ন বনডয় কাজ করবে শুরুডত । 

সব পবরবতব ন একটা বনয়ম লমডন চডে গবণডতর লবডধ লদয়া বনয়ম । মাডন ফাংশন! 

লযমন সমডয়র সাডথ সাডথ সমত্বরডন চেমান একটা গাব়ের লবগ পাডল্ট যায় । সমডয়র সাডথ গাব়ে রাস্তার একই জায়গায় থাডক না । 

ত্বরন থাকডে রাস্তার বববভন্ন জায়গায় গাব়ের লবগ ও বববভন্ন হডব এইটুকু বিয়ার?  

গাব়ের লবগ আর অবতোন্ত দূরত্ব দুডটাডকই আমরা সমডয়র সাডথ সম্পবকব ত করডত পাবর । মাডন অবতোন্ত দুরত্ব সমডয়র একটা 

ফাংশন ।  
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আডরা একটা কথা প্রকৃবতর সব বকেুডকই ফাংশন বদডয় প্রকাশ করা যায় । ফাংশন বদডয় সববকেু আকাও যায় ।  

ফাংশডনর েবব গ্রাডফ এডক লকাথায় গ্রাফটা বক বেডে জানা যায় । লকাথায় লকমন কডতাটা লচঞ্জ হডচ্ছ জানা যায় ।  
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কযােকুোস লশখার আডগ যা যা দরকার বেডো লসগুডো,লকন লশখার দরকার কযােকুোস লমাটামুটি জাবনডয়বে । এরপডরও বাদ পডর 

লগডে অডনক বকেু লসগুডো যখন দরকার পরডব আডোচনা করডবা আপাতত যা যা বশবখডয়বে তাডত কযােকুোডসর আডোচনা শুরু 

করা যাডব । 

কযোলকুলোস লয কাজটা কডর লসটা হডো লকাডনা একটা ফাংশডনর পবরবতব ডনর হার বহসাব করডত পাডর । বযাপারটা বিয়ার নাও 

হডত পাডর,একটু বিয়ার করার লচিা কবর ।  

পৃবথবীডত যা বকেু ঘডট তার প্রডতযকটা বজবনস একটা গাবণতীক ফাংশন দ্বারা প্রকাশ করা যাডব লসটা যাই লহাক । বনডচর েববটা 

বযোকের েোিোর জবজ্ঞোন গ্রুডপর লোডগা । অসাধারণ কম্পডেক্স এই লোডগাটাডকও শুধুমাি গাবণতীক সমীকরণ বযবহার কডর 

ফুটিডয় লতাো সম্ভব হডয়ডে । গ্রাডফ লযডকাডনা বকেুই আকা যায় প্রমাণ বহডসডব েববটা বদোম ।

 

Graph Credit:Atikuzzaman Azad 

গযাবেবেও একটা কথা বডেবেডেন লসটার অথব এই রকমঃ “সৃবিকতব া লয ভাষায় মহাববশ্ব রচনা কডরডেন তার নাম গবণত ।” লসই 

কথাটাই প্রমাণ কডর ফাংশডনর লস্কচ । প্রবতটা ফাংশডনর জযাবমবতক প্রকাশ হডচ্ছ গ্রাফ । আমরা বাস্তব জীবডনর লকাডনা বকেু যখন 

গাবণতীক ফাংশন রূডপ আডোচনা করবে তখন আসডে গ্রাফ আকডবা এটাই গাবণতীক ভাডব ববষয়টা বফে করার সবডচডয় ভাডো 

উপায় ।  

মডন আডে লতা লকাডনা বকেু বা়েডে নাবক কমডে,লকাথায় বক পবরমাডন বা়েডে বা কমডে এসব বজবনস জানা লকন গুরুত্বপূনব 

বডেবেোম । লতামরা ফাংশডনর লস্কচ লদডখ থাকডব লসটা কখডনা সরে লরখার মডতা উডঠ যাডচ্ছ,কখডনা লঢউ লখেডে,কখডনা 

বেডরখা,লবশ জটিে জটিে টাইডপর বেডরখার লদখাও বমডে কখডনা কখডনা,লকউ লকউ আবার বববচি আকার আকৃবত সৃবি কডর । 

কথায় বা়েডে লকাথায় কমডে লসটা বুঝডত সবডচডয় ভাডো উপায় ঢাে। চডো লজডন আবস ঢাে বজবনসটা বক? 

 

https://mobile.facebook.com/groups/2196652857085038
https://mobile.facebook.com/mr.best113
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ঢোল জনন কয়র ইজিবৃত্ত(The story of Slope) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

পাহা়ে লতা লদডখডো অডনক উচু । বকন্তু পাহা়ে বনডয় আডরা একটা কথা শুডন থাকবা এই টাইডপর লয এই পাহা়েটা মাি ৫০০ 

বমটার উচু হডেও প্রচন্ড ঢােু উঠা খুব কিকর,আবার লকাডনা লকাডনা পাহা়ে ৪-৫ বকডোবমটার উচু বকন্তু সহডজই চ়ো যায় কম 

ঢােু । আবার পাহা়ে লকাথাও খুব লববশ ঢােু লকাথাও খুব কম ঢােু,লকাডনা অংশ চ়েডত খুব কি লকাডনা অংডশ চ়েডত লববশ কি 

তাইডতা । ঢাে হডচ্ছ পাহাড়ের উচ্চতার পবরবতব ন হার । যবদ একটা পাহা়ে ভূবমর সাডপডক্ষ খুব ধীডর ধীডর উচু হডত থাডক তাহডে 

তার ঢাে কম আর হঠাত খুব লববশ উচু হডয় লগডে তার ঢাে লববশ । পাডয় লহডট উচু জায়গায় (পাহার বা বঢবব টাডপর) উঠার 

অভযাস থাকডে বুঝডত পারবা ঢাে বক বজবনস ।   

গবণডত আমাডদর গ্রাফগুডোও এমন সব পাহা়ে! বববচি তাডদর আকার আকৃবত । বকন্তু চ়ো যায় না এসব পাহাড়ে । লকাথায় কডতাটা 

উচু তা জানডত ঢাে বননবয় করা হয় । েববডত একটা পববত লদবখডয়বে লসখাডন লদডখা বববভন্ন জায়গায় ঢাে বববভন্ন রকডমর আডরা 

একটা বজবনস লখয়াে কডরা ঢাে প্রকাডশ একটা সরে লরখা বযবহার করা লবশ সুববধাজনক । লকাডনা ববনু্দর ঢাে ওই সরে লরখার 

ঢাডের সমান ।  

গ্রাডফ আকা বেডরখার ঢাে েক্ষয কডরা । সরে লরখার  ঢাডের সঙ্গা লথডক আমরা জাবন,ঢাে হডো ভূবমর সাডপডক্ষ উচ্চতা বক হাডর 

পবরববতব ত হডচ্ছ তার পবরমান । সরে লরখার ঢাে প্রকাডশর জনয সবডচডয় ভাডো উপায় হডো ওই সরে লরখা x অডক্ষর ধণাত্বক 

বদডকর সাডথ কডতা লকাণ দতরী কডর তা বদডয় প্রকাশ করা ।  

আমাডদর আজডকর উডদ্দশয লযডকাডনা ফাংশডনর বনবদব ি ববনু্দডত ঢাে লবর করা এর জনয সবডচডয় ভাডো একটা উদাহরন সমডয়র 

সাডথ একটা গাব়ের অবস্থাডনর পবরবতব ন । মডন কডরা গাব়েটি x অক্ষ বরাবর চেমান । 
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 বনডচর লটববডে সময় আর অবস্থান েক্ষয কডরাঃ 

সময় (t)           0                   1                 2                 3                 4                 5                 

অবস্থান(s) 0                 5                 10                 15                 20                 25                 

এবার এই লটববডের জনয গ্রাফটা েক্ষয কডরা । গ্রাফটা একটা সরে লরখা  

এই গ্রাফ লথডক যবদ ববে গাব়েটার লবগ কডতা? 

লবশ সহডজই কডর লফো যাডব,  বসম্পবে লবগ=
লমাট দূরত্ব 

লমাট সময়
=

25−0

5−0
 একক  

এইডয লবডগর মানটা লপোম এটা বকন্তু বনবদব ি লকাডনা ববনু্দর জনয নয় । লবডগর একটা গ়ে মান লপডয়বে । লযডহতু এই গ্রাফটা 

একটা সুন্দর সরে লরখা তাই এখাডন গ়ে লবগ ও যা বনবদব ি লযডকাডনা ববনু্দডত লবগ ও তাই । গ্রাফটার আডরা বকেু জায়গা লথডক 

যবদ ঢাে লবর কবর তাহডে বুঝডত পারডব, 
15−10

3−2
=

20−15

4−3
=

25−20

5−4
= 5 একক  

এখাডন প্রবতডক্ষডিই লবগ 5 একক!! লযডকাডনা সময় বযবধাডন লবগ লবর কডর লদডখা একই ফোফে আসডব ।  

লতামরা এমবনডতই বুডঝ লগডো বযাপারটা বক, আসডে এখাডন দূরত্ব আর সময় একটা সরে সম্পকব  লমডন চেবেে তা হডো,t 

লসডকন্ড সমডয় দূরত্ব যবদ s হয় তাহডে s=5t 

এবার বযাপারটাডক আডরকটু কঠিন করা যাক । এবাডর গাব়েটা দূরত্ব আর সমডয়র একটু কঠিন সম্পকব  লমডন চেডে । বনডচর 

লটববডে t সমডয় x অক্ষ বরাবর গাব়ের অবস্থান(s) লদখাডনা হডোঃ 

সময় (t)           0                   1                 2                 3                 4                 5                 

অবস্থান(s) 0                 1                 4                 9                 16                 25                 
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সমডয়র সাডথ গাব়েটার অবতোন্ত দূরত্ব এবার বক বনয়ম মানডে আশা কবর বুঝডত লপডরডো । t লসডকডন্ড অবতোন্ত দূরত্ব 

𝑠 = 𝑡2এবাডরও যবদ উপডরর লটববে লথডক গ্রাফ আবক তাহডে বনডচর মডতা একটা গ্রাফ পাওয়া যাডব

 
বকন্তু এই গ্রাফটা আডগর মডতা এডতা সহজ সরে না । এর ঢাে লথডক লবগ বননবয় করা যাডব বকন্তু সব জায়গায় ঢাে বকন্তু সমান 

হডব না । নতুন একটা সমসযা বক করা যায়? 

যবদ আডগর বনয়ডম ঢাে লবর করার লচিা কবর তাহডে বক ঘডট লদখা যাকঃ 
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ইবতমডধয আমরা লজডন লগবে গাব়েটার t সমডয় অবতোন্ত দূরত্ব, 

𝑠 = 𝑡2 

এবার, 3 লসডকডন্ড অবতোন্ত দূরত্ব 𝑠3 = 32   

4 লসডকডন্ড অবতোন্ত দূরত্ব 𝑠4 = 42 

এখান লথডক 3-4 লসডকন্ড সমডয়র মডধয গ়ে লবগ লবর করা যাডব , 

৩-৪ লসডকন্ড সমডয়র মডধয গ়ে লবগ=
𝑠4−𝑠3

4−3
=

16−9

1
= 7 একক 

এটা বকন্তু শুধুই গ়ে একটা মান । এই লবগটা আোদাভাডব ৩ লসডকডন্ডর জনযও নয় আবার ৪ লসডকডন্ডর জনযও নয় । এখন যবদ 

বো হয় ঠিক 4 তম লসডকডন্ড লবগ কডতা তাহডে? 

 

উপায়টা হডো লয গ়ে মানটা লবর করবে লসটা শুধুই একটা ববনু্দর জনয লবর করডবা । েববডত লদডখা আডস্ত আডস্ত সময় বযবধান 

কবমডয় আনা হডচ্ছ মডন কডরা 3.9 লথডক 4 লসডকন্ড সমডয়র জনয গ়ে লবগ লবর করা হডচ্ছ এবার তাহডে লয মানটা পাওয়া যাডব 

তাহডো এই 0.1লসডকন্ড সমডয়র মডধয গ়ে লবগ । যবদ আডরা আডরা কবমডয় আবন এই বযবধান তাহডে লকমন হয়, 
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ধডরা 3.99 লথডক 4 লসডকডন্ডর মডধয লবগ লবর করোম তাহডে 0.01 লসডকন্ড সমডয়র মডধয গ়ে লবগ পাওয়া যাডব এভাডব যবদ 

সময় বযবধানডক কমাডত থাবক তাহডে একদম অবতকু্ষদ্র সময় বযবধাডন লবর করা সম্ভব হডব । যবদ এই বযবধান ০ কডরই লদই 

তাহডে একদম খাডপ খাপ!! লসটাই লতা ঘটার কথা তাই না? 

ওইবদডক এই কাজটা করডে গ্রাডফ সমডয়র অডক্ষ আকা েম্ব গুডো একদম বমডে যাডব লযখাডন বমেডব লসই ববনু্দর স্পশবডকর ঢাে 

পাওয়া যাডব ।  

আমরা লসই কাজটাই একটু গাবণতীক ভাডব কডর লফেবে, 

t লসডকডন্ড অবতোন্ত দূরত্ব s(t)=𝑡2 

t সময় লথডক h সময় পডর অবতোন্ত দূরত্ব s(t+h)=(𝑡 + ℎ)2 

তাহডে (t+h) এবং t সময় বযবধাডন গ়ে লবগ অথবা, গ্রাডফর গ়ে ঢাে অথবা,গ়ে পবরবতব ন হার v ধডর বনোম,লযডহতু লবগ লবর 

করবে তাই v এর আর লকাডনা অথব লনই 

v =
𝑠(𝑡+ℎ)−𝑠(𝑡)

(𝑡+ℎ)−𝑡
 

v =
𝑠(𝑡+ℎ)−𝑠(𝑡)

ℎ
 

বকন্তু এডতা গ্লুডকাজ পুবরডয় মাথা ঘাবমডয় বক পাওয়া যাডব h সমডয়র মডধয লবডগর একটা গ়ে মান । তাডত োভ লনই আমাডদর 

দরকার ঠিক t সমডয় লবডগর মান । একটু আডগ বডেবে যবদ h লক কু্ষদ্রতর করডত পাডরা আডরা কু্ষদ্র করডত থাডকা করডত করডত 

একদম ০ বানাও তাহডেই t সমডয় আসে লবডগর মান পাওয়া যাডব ।  

এর অথব lim h⟶ 0 বাবনডয় লফেডত হডব ।  

বকন্তু সরাসবর v =
𝑠(𝑡+ℎ)−𝑠(𝑡)

ℎ
 রাবশটাডত h=0 ববসডয় বদডয় লদডখা বক পাওয়া লগে 0/0=অসঙ্গাবয়ত!! 

তাই আডগই h এর মান 0 বসাডনা যাডব না,একটু লকৌশডে বহসাব বনকাশ কডর বসাডবা । চডো কডর লফবে, 

v =
(𝑡 + ℎ)2 − 𝑡2

ℎ
 

⟹ 𝑣 =
𝑡2 + 2ℎ𝑡 + ℎ2 − 𝑡2

ℎ
 

⟹ 𝑣 =
ℎ(2𝑡 + ℎ)

ℎ
⟹ 𝑣 = 2𝑡 + ℎ 

এবার, lim h⟶ 0 ⟹ 𝑣 = 2𝑡 + ℎ বহসাব করডে পাডবা, v=2t  

এবার বডো লকান ববনু্দডত লবগ লবর করডত চাও,খুব সহডজই বডে লদয়া যাডচ্ছ t সমডয় লবগ v=2t 

লবগ লতা লবর করা লশখাডনা হডো,এবার লদডখা আমরা বভতডর বকেু কাজ কডরবেোম বার বার এই বজবনস গুডো এডতা ব়ে ব়ে 

প্রবতক বযবহার কডর করা লবশ কঠিন তাই একটু সহজ করা হডয়ডে ।  

১।h এর পবরচয়ঃh খুব কু্ষদ্র একটা ধণাত্বক সংখযা একদম যত কু্ষদ্র হওয়া সম্ভব মাডন সহজ ভাডব এটাডক বেখা হয় limh ⟶

0.না বুঝডে বেবমডটর পববটা লদডখ আসডত পাডরা । 

২। h লযডহতু খুব লোট তাই সময় বযবধান ও খুব লোট হডব খুব লোট বজবনস প্রকাশ করার জনয সাধারণত Δ বযবহার করা হয় 

এজনয বো লযডত পাডর সময় বযবধান Δ𝑡 । এই বজবনসটাডক সাধারণত লেখা হয় dt 
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৩।লযডহতু খুব কু্ষদ্র সময় বযবধাডন অবতোন্ত দূরত্ব লবর করা হয় তাই এই দূরত্বও খুব লোট হওয়ার কথা এজনয এটাডকও বেখা হয় 

Δ𝑠 সাধারণভাডব ds  

 

এবার উপডরর বনয়ম গুডো অনুসরন কডর গ্রাডফর ঢাে বননবডয়র গাবণতীক বযাপারটিডক বেখা যাডব,v =
Δ𝑠

Δ𝑡
 

অথবা, v =
𝑑𝑠

d𝑡
  

এডতাক্ষণ লয কাজ গুডো করোম লসগুডো সব একটা ববডশষ ঘটনাডক লকে কডর, সাধারণ ফাংশডনর জনযও সব বনয়ম গুডো 

একই ।  

ফাংশনডক সাধারণত প্রকাশ করা হয় y=f(x) এভাডব লকন এভাডব আডগর পবব গুডোডত বডেবে । 

এবার  y ফাংশনটির জনয যবদ গ্রাফ এডক তার ঢাে লবর করডত বো হয় তাহডেও একই বনয়ম, 

আডগর বনয়ম গুডো যবদ বুডঝ থাডকা তাহডে  x ববনু্দডত ফাংশডনর ঢাে, 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= lim ℎ ⟶ 0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

(𝑥 + ℎ) − 𝑥
 

𝐝𝐲

𝐝𝐱
 এর েজরচয়োঃ 

১। x ববনু্দডত y ফাংশডনর গ্রাডফর  ঢাে বা পবরবতব ডনর হার । 

২। x এর সাডপডক্ষ y বা, f(x) এর অন্তরক । 

৩। কযােকুোডসর একটা বচহ্ন 

৪।
dy

dx
 সম্পডকব  এডতাক্ষণ যা বেোম তাডত মডন হডচ্ছ এটা একটা ভগ্াংশ তাইডতা আসডেও এটা একটা ভগ্াংশ এর সব আচরণ 

ভগ্াংডশর মডতা লসটা পডর লদখাডবা । তডব কখডনা কখডনা এটাডক  
d

dx
 এই রূডপ বিফাবরয়াবিয়াে অপাডরটর বহডসডবও বযবহার 

করা হয়,তখন এটা ভগ্াংশ নয় একটা অপাডরটর । 
d

dx
f(x)  দ্বারা f(x) এর  অন্তরক লবাঝাডনা হয় । f(x) এর অন্তরকডক 

লবাঝাডনার আডরা বকেু উপায় আডে লযমনঃ f′(x),𝐷𝑓(𝑥), f i(x)[i এখাডন লরামান 1 এর দ্বারা প্রথম অন্তরক লবাঝায়] 

এবার ধডরা একটা ফাংশন, 𝑓(𝑥) = 𝑥3 এর অন্তরক লবর করডত হডব, 

আডগ বযাবসক বিয়ার কডর এডসবে আমরা এখন িাবসক অংক করার মডতা লসাজা সূডি চডে যাডবা, 

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥) = lim ℎ ⟶ 0

(𝑥 + ℎ)3 − 𝑥3

ℎ
 

⟹ lim ℎ ⟶ 0
𝑥3 + 3𝑥2ℎ + 3𝑥ℎ2 + ℎ3 − 𝑥3

ℎ
 

= lim ℎ ⟶ 0
ℎ(3𝑥2 + 3𝑥ℎ + ℎ2)

ℎ
 

= lim ℎ ⟶ 0 (3𝑥2 + 3𝑥ℎ + ℎ2) = 3𝑥2 
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এবাডরও এই বসম্পে ফাংশডনর অন্তরক লবর করার জনয প্রচুর খাটডত হডয়ডে । বকন্তু এটা বকেুই না এর লচডয়ও অডনক জটিে 

ফাংশডনর অন্তরক লবর করার প্রডয়াজন পডর বববভন্ন লক্ষডি বার বার এডতা কি লতা আর করা যায় না । তাই এই টাইডপর ফাংশন 

গুডোর জনয একটা সহজ সূি লবর কডর লফেডে লকমন হয়? 

চডো কডর লফবে, 

ম ৌজলক জকেু েোিংশকনর অন্তরীকরণ(Derivates of Basic Functions) 

এবার ধডরা, 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 

এই সূিটা প্রমাডণর জনয পডকডট রাখডত হডব বাইডনাবময়াে বথওডরম । লরডখ বদও বকন্তু । এবার লদডখা  

𝑑

𝑑𝑥
𝑥𝑛 = lim ℎ ⟶ 0

(𝑥 + ℎ)𝑛 − 𝑥𝑛

ℎ
 

= lim ℎ ⟶ 0
𝑥𝑛 + 𝑛𝑥𝑛−1ℎ1 +

𝑛(𝑛 − 1)
2! 𝑥𝑛−2ℎ2 + ⋯ ℎ𝑛 − 𝑥𝑛

ℎ
 

= lim ℎ ⟶ 0
ℎ (𝑛𝑥𝑛−1 +

𝑛(𝑛 − 1)
2! 𝑥𝑛−2ℎ + ⋯ + ℎ𝑛−1)

ℎ
 

= lim ℎ ⟶ 0 𝑛𝑥𝑛−1 +
𝑛(𝑛 − 1)

2!
𝑥𝑛−2ℎ + ⋯ + ℎ𝑛−1 = 𝑛𝑥𝑛−1 

আশা কবর লভতডরর বহসাব গুডো বিয়ার, এখন লথডক  

d

dx
xnএমন লকাথাও লদখডে লসাজাসুবজ 

d

dx
xn = nxn−1 বেখবা  n এর মান লযডকাডনা বাস্তব সংখযা  হডত পাডর , বাসায়  

n=-1/2,-1/3,1/2 এই মান গুডোর জনয খাতায় অংক কডষ লদডখা । 

আচ্ছা এবার বডো একটা সমতে লমডঝর বক লকাডনা ঢাে থাডক?বসব়েডত উঠডত লযমন কি হয় লমডঝডত চেডত বক লতমন কি 

করডত হয়?  

হয় না তাই লতা । এর অথব হডো সমতে লমডঝর ঢাে শূনয । একই ভাডব যবদ গ্রাডফ একটা অডক্ষর সমান্তরাে লরখা আকা হয় তার 

লবোয় ও একই বজবনস সবতয হডব । অডক্ষর সমান্তরাে লরখা বেডত লবাঝাবচ্ছ x=5,y=7 এই টাইডপর লরখা গুডো । এডদর গ্রাডফ 

তাকাডে লদখডত পাডব এরা সমগ্র গ্রাফ জুড়ে একই x বা y এর মান পবরবতব ন করডে এডদর মান পাল্টায় না । এরা ধ্রুব । 

অথবাত,ধ্রুবডকর ঢাে শূনয ।  

যবদ c একটা ধ্রুবক হয়  
𝑑

𝑑𝑥
𝑐 = 0 

লকাডনা ফাংশডনর সাডথ ধ্রুবক গুন হডয় আডে বক করডবা?  
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এডতা অবত সহজ বজবনস ধ্রুবক কখডনাই পবরববতব ত হডত চায় না সব সময় একই রকম থাকডত চায় তাডক একপাডশ সবরডয় 

ওইভাডবই লরডখ দাও । বনডচর উদাহরনটাডত c ধ্রুবকটা f(x) এর সাডথ গুন হডয় আডে । এর অন্তবরকরণ হডব এভাডবঃ 

𝑑

𝑑𝑥
𝑐𝑓(𝑥) 

= lim
ℎ⟶0

𝑐. 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑐. 𝑓(𝑥)

ℎ
  

⟹ 𝑐 [ lim
ℎ⟶0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
] 

⟹ 𝑐
𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥) 

এই বনডয় আর লববশ কথা বোর দরকার হডব না আশা করবে । এবার আবশ অনয এক লকডস যবদ এমন হয় একই চেডকর দুইটা 

ফাংশন লযাগ আকাডর আডে তার অন্তরক বক হডব? অথবা একই চেডকর ফাংশন গুডো পরস্পডরর মডধয ববডয়াগ,গুন,ভাগ আকাডর 

আডে তাহডে লসডক্ষডি অন্তরক বকভাডব লবর করডত হয়? লসই আডোচনায় যাডবা তডব তার আডগ বডে লদই প্রবতডক্ষডিই একটা 

ফাংশন বযবহার করা হডয়ডে h(x) । প্রবতটা h(x) বকন্তু আোদা অথব বহন করডব এইটা মডন লরডখা । 

েোিংশকনর ম োগেকলর অন্তরীকরণোঃ 

ধডরা, ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) আমাডদর লবর করডত হডব 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) 

এবার বনডচর মডতা কডর কাজ গুডো কডর লফডোঃ  

𝑑

𝑑𝑥
(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) 

⟹ lim
ℎ⟶0

1

ℎ
[𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] 

⟹ lim
1

ℎ
ℎ⟶0

[𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)] + lim
1

ℎ
[

ℎ⟶0

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)]  

⟹
𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥) +

𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥) 

এবার লপডয় লগোম, 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) =

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥) +

𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥) 



82 
 

 

ফাংশডনর ববডয়াগফডের অন্তরীকরণঃ 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) আমাডদর লবর করডত হডব 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) 

এটা পাবনর মডতা লসাজা বনডজরা কডর নাও, উিরটা হডব 
𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥) −

𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥) 

খাতায় বনডচর রাবশগুডোডক অন্তরীকরণ করডত পাডরা, 

𝑥3 + 4𝑥 + 7, 4𝑥5 + 3𝑥2 − 5𝑥 +
1

𝑥
 

 

েোিংশকনর গুনেকলর অন্তরীকরণোঃ 

এডক্ষডি,ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) এর অন্তবরকরণ বকভাডব তা জানডত বনডচর সহজ কাজ গুডো কডর লফডোঃ 

⟹
𝑑

𝑑𝑥
ℎ(𝑥) = lim

ℎ⟶0

1

ℎ
[𝑓(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] 

⟹ lim
ℎ⟶0

1

ℎ
[𝑓(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥 + ℎ)] 

⟹ lim
ℎ⟶0

1

ℎ
[𝑓(𝑥)(𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)) + 𝑔(𝑥 + ℎ)(𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥))] 

⟹ 𝑓(𝑥) lim
ℎ⟶0

1

ℎ
[𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)] + lim

ℎ⟶0
𝑔(𝑥 + ℎ) lim

ℎ⟶0

1

ℎ
[𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)] 

= 𝑓(𝑥).
𝑑𝑔(𝑥)

𝑑𝑥
+

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
. 𝑔(𝑥) 

এবার,f(x)g(x)h(x) এর অন্তরক বক হডব বেডত পাডরা? 

এর জনয প্রমাডণ যাওয়ার দরকার নাই বুডঝ থাকডে বসম্পবে বডে বদডত পারবা, 

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥). ℎ(𝑥) =

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
. 𝑔(𝑥). ℎ(𝑥) + 𝑓(𝑥).

𝑑𝑔(𝑥)

𝑑𝑥
. ℎ(𝑥) + 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥).

𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥
 

বডস বডস প্রযাবেডসর জনয বনডচর রাবশগুডোডক t এর সাডপডক্ষ অন্তরীকরণ কডরা  

(𝑡 + 3)(t − 3), (𝑡2 − 3t + 4)(t − 2)(3𝑡2 + 6) 
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েোিংশকনর ভোগেকলর অন্তরীকরণোঃ 

এইবার,h(x) =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 এই ফাংশনটিডক অন্তরীকরণ করার জনয বনডচর বনয়মঃ 

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
) 

⟹ lim 
ℎ⟶0

1

ℎ
[
𝑓(𝑥 + ℎ)

𝑔(𝑥 + ℎ)
−

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
] 

⟹ lim 
ℎ⟶0

1

ℎ
[
𝑓(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥 + ℎ)

𝑔(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥)
] 

⟹ lim 
ℎ⟶0

1

𝑔(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥)
. lim 

ℎ⟶0

1

ℎ
[𝑓(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥 + ℎ)] 

⟹
1

(𝑔(𝑥))
2 lim 

ℎ⟶0

1

ℎ
[𝑓(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥 + ℎ) + 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] 

⟹
1

(𝑔(𝑥))
2 lim 

ℎ⟶0

1

ℎ
[𝑔(𝑥)(𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)) − 𝑓(𝑥)(𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥))] 

⟹
1

(𝑔(𝑥))
2 [𝑔(𝑥)

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝑓(𝑥)

𝑑𝑔(𝑥)

𝑑𝑥
 

প্রযাবেসঃ 

𝑥−4

𝑥+3
,  

16𝑥

𝑥2−4
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এতক্ষণ যা বশখাোম তার মাধযডম পদাথবববজ্ঞাডনর লোট একটা সূি প্রমাডণ কযােকুোডসর বযবহার লদখাডনা যাকঃ 

লতামরা জাডনা,u আবদডবগ বনডয় a সমত্বরডন t সময় চোর পর লকাডনা বস্তুর অবতোন্ত দূরত্ব যবদ s হয়,তাহডে  

𝑠 = 𝑢𝑡 +
1

2
𝑎𝑡2 

এবার জাডনা লতা সমডয়র সাডথ দূরডত্বর পবরবতব ডনর হারই হডো লবগ । যবদ t সমডয় ঐ চেমান বস্তুর লবগ v হয় তাহডে কযােকুোস 

বযবহার কডর বেখা যাডব, 

𝑣 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
 

অে একটু অন্তরীকরণ জানডেই লবডগর লসই পবরবচত সমীকরণটা লবর কডর লফেডত পারবা বনডচর মডতা কডর, 

𝑑𝑠

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑢𝑡 +

𝑑

𝑑𝑡

1

2
𝑎𝑡2 

⟹ 𝑣 = 𝑢 + 𝑎𝑡 

এডতাক্ষণ যা যা বডেবে আশা কবর বুডঝডো ।  

সূচক ও লগোজরদজ ক েোিংশকনর অন্তরীকরণ(Differentiation of Exponential and logarithomic 

Function) 

এর আডগ লযসব ফাংশডনর অন্তরক লবর করা লশখাডনা হডয়ডে লসইগুডোডত কখডনাই চেক ঘাত রূডপ বযবহার হয় বন,বকন্তু এবার 

হডত যাডচ্ছ ।  

ধডর নাও,এবাডরর ফাংশনটা 𝑦 = 𝑎𝑥  

এই ফাংশডনর অন্তরক লবর করার জনয 𝑎𝑥 লক অসীম ধারায় ববসৃ্তত করার প্রডয়াজন পডর এজনয বনডজর পদ্ধবতটা কাডজ োডগ । 

আডগ ববস্তাবরত বশবখডয়বে তাই এখন সরাসবর বেডখ বদোমঃ 

𝑦 = 𝑎𝑥  

= 𝑒𝑥𝑙𝑛𝑎 

= 𝑒𝑥𝑙𝑛𝑎 = 1 +
𝑥𝑙𝑛𝑎

1!
+

(𝑥𝑙𝑛𝑎)2

2!
+

(𝑥𝑙𝑛𝑎)3

3!
+ ⋯  
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এবার বনয়ম অনুসাডর বনডচর কাজগুডো কডর লফেবে, 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= lim

ℎ⟶0

𝑎𝑥+ℎ − 𝑎𝑥

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

𝑎𝑥𝑎ℎ − 𝑎𝑥

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

𝑎𝑥(𝑎ℎ − 1)

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

𝑎𝑥. lim
ℎ⟶0

(𝑎ℎ − 1)

ℎ
 

 এবার 𝑎ℎ লক অসীম ধারায় ববসৃ্তত করার পাো লসটা এভাডব, 

𝑎ℎ = 𝑒ℎ𝑙𝑛𝑎 = 1 +
ℎ𝑙𝑛𝑎

1!
+

(ℎ𝑙𝑛𝑎)2

2!
+

(ℎ𝑙𝑛𝑎)3

3!
+ ⋯ 

এখন আবার আডগর মডতা বকেু বহসাব বনকাশ কডর লফেডত হডব তাহডেই কাজ লশষ । 

= 𝑎𝑥 lim
ℎ⟶0

1

ℎ
(1 +

ℎ𝑙𝑛𝑎

1!
+

(ℎ𝑙𝑛𝑎)2

2!
+

(ℎ𝑙𝑛𝑎)3

3!
+ ⋯ − 1) 

= 𝑎𝑥 lim
ℎ⟶0

1

ℎ
. ℎ (

𝑙𝑛𝑎

1!
+

ℎ(𝑙𝑛𝑎)2

2!
+

ℎ2(𝑙𝑛𝑎)3

3!
+ ⋯ ) 

= 𝑎𝑥 . 𝑙𝑛𝑎  

𝑑

𝑑𝑥
𝑎𝑥 = 𝑎𝑥 . 𝑙𝑛𝑎 

এবার লদখাডবা লকন শকুডনর লদায়ায় গরু মডর না । এই বজবনস বনডয় অডনক বমডম পযবন্ত দতরী হয় আমাডদর গরুটা হডো  𝑒𝑥 

আর তার উপর শকুডনর লদায়া হডচ্ছ বিফাডরবিয়াে অপাডরটর 
𝑑

𝑑𝑥
  

আমাডদর এই গরুর উপর শকুডনর কুদৃবির ফে হডো 
𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑥 বকন্তু লদখার ববষয় এটাই গবণতীক অবভশাডপর মাধযডম শকুন গরুর 

বকেু করডত পাডর বকনা? গ্রাম বাংোর প্রচবেত লসই প্রবাদটা জাডনা লতা “শকুডনর লদায়ায় গরু মডর না।”  

এবাডরর জনয আমাডদর 𝑦 = 𝑒𝑥 
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একটা বজবনস েক্ষয কডরা আডগ লয অন্তরকটা লবর করোম লসখাডন জাস্ট 𝑎 = 𝑒 ববসডয় বদডেই ফোফে চডে আসডব । লসটাই 

করবে তাহডে দা়োডচ্ছ, 

𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑥 = 𝑒𝑥𝑙𝑛𝑒  [𝑙𝑛𝑒 = 1] 

লদখডে লতা আডগর বদডনর প্রবাদ গুডো খুব একটাও বমডথয নয়!! গবণত ও তাই প্রমাণ কডর বদডো । শকুডনর লচাখ পাবকডয় 

তাকাডনা গরুর বকেুই করডত পাডর না!! 

চডো আডরকটু ভাডো ভাডব 𝑒𝑥 এর অন্তরক লবর কডর লদখাডনা যাক । এবাডর অসীম ধারায় ববসৃ্তত কডর,বনডচর মডতা 

𝑦 = 𝑒𝑥  

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= lim

ℎ⟶0

𝑒𝑥+ℎ − 𝑒𝑥

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

𝑒𝑥𝑒ℎ − 𝑒𝑥

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

𝑒𝑥(𝑒ℎ − 1)

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

𝑒𝑥. lim
ℎ⟶0

(𝑒ℎ − 1)

ℎ
 

= 𝑒𝑥 lim
ℎ⟶0

1

ℎ
(1 +

ℎ

1!
+

(ℎ)2

2!
+

(ℎ)3

3!
+ ⋯ − 1) 

= 𝑒𝑥 lim
ℎ⟶0

1

ℎ
. ℎ (1 +

h

2!
+

ℎ2

3!
+ ⋯ ) 

= 𝑒𝑥 . 1  

এবাডরও একই ফোফে, 
𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑥 = 𝑒𝑥 

পডরর প্রমাণটা বুঝডত হডে একটা বজবনস জানডত হডব,লসটা হডো ফাংশন আর ববপরীত ফাংশডনর অন্তরডকর মডধয সম্পকব  । এর 

আডগ বডেবেোম 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 একটা ভগ্াংশ । কারন এর উপডরর অংশটা চেডকর কু্ষদ্র পবরবতব ডনর সাডপডক্ষ ফাংশডনর পবরবতব ন আর বনডচ 

চেডকর কু্ষদ্র পবরবতব ন ।  
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লযডকাডনা ফাংশন 𝑦 = 𝑓(𝑥) এর জনয এটাডক এভাডব বেখা হয়, 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= lim

ℎ⟶0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

(𝑥 + ℎ) − 𝑥
  

উভয় পক্ষডক বযস্তকরন কডর বেখডত পাবর, 

⟹
1

𝑑𝑦

𝑑𝑥

=
𝑑𝑥

𝑑𝑓(𝑥)
  

অথবাৎ,x এর সাডপডক্ষ y এর অন্তরক লবর করার মাধযডম একটু লকৌশে খাটাডে y এর সাডপডক্ষ x এর অন্তরক লবর করা সম্ভব 

।তডব একটা বজবনস মডন রাখডত হডব y=f(x) হডেই এটা সম্ভব আবার একই সাডথ x লক y এর ববপরীত ফাংশনও হডত হডব । 

আমাডদর এবাডরর ফাংশন 𝑦 = 𝑙𝑛𝑥 

এখান লথডক x এর মান অথবাৎ, y এর ববপরীত ফাংশনটা লবর কডর বনবচ্ছ 

⟹ 𝑥 = 𝑒𝑦 

তারপর লসই ফাংশনডক y  চেডকর সাডপডক্ষ অন্তরীকরন কডর বনবচ্ছ,এভাডব পাওয়া যাডব 
𝑑𝑥

𝑑𝑦
 এই বজবনসটাডক বযস্তকরন কডর 

বদডেই লপডয় যাডবা আমাডদর কাবঙ্ক্ষত, 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 ⟹ 𝑥 = 𝑒𝑦 

⟹  
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝑒𝑦 

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝑥 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑑𝑥
𝑑𝑦

 

=
1

𝑥
 

ফোফে,
𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 =

1

𝑥
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এবাডরর ফাংশনটা y = log𝑎 𝑥,এই ফাংশডনর অন্তরীকরন অসীম ধারা বযবহার কডর করা হয় প্রায় জায়গাডতই তডব লসই অসীম 

ধারা লবর করা এখডনা লশখাই বন । তাই একটু অনযরকম উপাডয় কাজটা করবে । বনডচর কাজ গুডো লদখডে আশাকবর বুঝডব, 

y = log𝑎 𝑥 

 ⟹ 𝑦 =
𝑙𝑛𝑥

𝑙𝑛𝑎
 

⟹  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑙𝑛𝑎

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑥𝑙𝑛𝑎
 

এটাডক অডনডক একটু অনযভাডব বেখডত চায় এজনয আবার বনডচর অবতবরি কাজ গুডো করডত হয়, 

𝑙𝑛𝑎 = log𝑒 𝑎 = 1/ log𝑎 𝑒  

এভাডবও বেখডত পাডরা, 

𝑑

𝑑𝑥
log𝑎 𝑥 =

1

𝑥
log𝑎 𝑒 

একটুখোজন প্রযোজিকযোল 

আসডে লকাডনা ফাংশডনর অন্তরডকর দ্বারা আমরা বক লবর করডত পাবর? জাডনা? 

লসটা হডো ঐ ফাংশডনর লকাডনা বনবদব ি ববনু্দডত সরে লরখার ঢাে!! 

ধডরা,আমাডদর ফাংশন 𝑦 = 𝑥3 এই ফাংশডন যবদ x=2 হয় তাহডে,  y=8 আমাডদর উডদ্দশয x=2 হডে স্পশবডকর ঢাে কডতা 

হডব লসটা লবর করা । এবং ঐ(2,8) ববনু্দডত লয সবতয সবতয স্পশবডকর ঢাে লবর করডত পারবে লসটা লদখাডনা । এটার জনয সবডচডয় 

ভাডো হয় ফাংশডনর গ্রাফ এডক (2,8) ববনু্দডত স্পশবক এডক লদখাডনা । চডো লসটা কডর লফো যাকঃ 

মডন কডরা, (2,8) ববনু্দডত স্পশবডকর সমীকরণ হডব 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 এখাডন m স্পশবডকর ঢাে । তাহডে m=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 এইটুকু লতা 

বিয়ার । ঢােটা লবর কডর বনবচ্ছ, 

𝑦 = 𝑥3  ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑥2 

লযডহতু,x=2 কাডজই ঢাডের সাংবখযক মান 𝑚 = 3(2)2 = 12 

এবার লয স্পশবক হডব লসটা(2,8) ববনু্দগামী স্পশবডকর জনয ধডর লনয়া সমীকরণ লথডক c এর মানটা লবর করা যাক, 
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8 = 12 × 2 + 𝑐 ⟹ 𝑐 = 8 − 24 ⟹ 𝑐 = −16  

C এবং m এর মান স্পশবডকর সমীকরডণ ববসডয় বদডেই স্পশবডকর সমীকরণটা পাওয়া যাডব, 

y = 12x − 16 

⟹ 12x − y = 16  

এখন 𝑦 = 𝑥3 আর y = 12x − 16 ফাংশন দুইটার গ্রাফ আকডেই লদখা যাডব (2,8)ববনু্দডত একটা সুন্দর স্পশবক আকা 

হডয় লগডে ।  

 

 

এভাডব যত কঠিন ফাংশনই লহাক না লকন কযােকুোস বযবহার কডর তার লযডকাডনা ববনু্দডত স্পশবক আকা যায় । লতামরা বাব়েডত 

বডস এই রকম বকেু মজার বজবনস লচিা করডত পাডরা । 

 

 

 



90 
 

জিককোণজ জিক েোিংশকনর অন্তরীকরণ 

 

বিডকাণবমবতক ফাংশডনর অন্তরীকরণ লশখার জনয লযৌবগক লকাডণর বিডকাণবমবতক ফাংশডনর দুই একটা সূি জানডত হয় । লসই কাজটা 

আডগই কডর লফডেবে মডন আডে লতা sin (𝛼 + 𝛽) এর সূিটা । ওটা এখাডন কাডজ োগডব 

আডোচনায় যাওয়ার আডগ আমাডদর একটা বেবমট বশডখ আসডত হডব ।তারও আডগ লজডন বনডত হডব লকাডণর লরবিয়ান পবরমাপ 

সম্পডকব  । 

লতামরা লতা জাডনাই লকাণ দতরীর জনয প্রডয়াজন হয় আবতব ডনর । লযডকাডনা একটা ববনু্দর সাডপডক্ষ বনবদব ি পবরমান দূরত্ব বজায় 

লরডখ যবদ একটা ববনু্দ চেডত থাডক তাহডে লসই ববনু্দটা লয পথ অবতেম কডর লসটা একটা বৃি দতরী কডর । লসই সাডথ ঐ বনবদব ি 

দূরত্ব যবদ একটা লরখা দ্বারা প্রকাশ করা হয় তাহডে লরখার আবদ অবস্থান আর বকেুক্ষণ আবতব ডনর পডরর অবস্থাডনর মডধয একটা 

লকাণ সৃবি হয় লরখার লশষ প্রান্তটাও দূডর সডর যায় এই সডর যাওয়া অংশটা একটা বৃডির অংশ হডব জযাবমবতডত এই বজবনসডক 

বডে বৃি চাপ । একটা লকাণ ঠিক কডতাটা ব়ে তাও বকন্তু এই বৃিচাপ কডতাটা ব়ে তার উপডরই বনভব র কডর । লকাণ দ্বারা আবদ্ধ 

বৃিচাপ লোট হডে লকাণ লোট হয় ব়ে হডে লকাণ ব়ে হয় ।  

এখান লথডক একটা কথা বডে লদয়া যায়,বৃডির লকাডনা চাপ দ্বারা বৃডির লকডে উৎপন্ন লকাণ ওই চাডপর দদডঘবযর সমানুপাবতক । 
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ধডর বনবচ্ছ লকাডণর পবরমান X এই লকাণ দ্বারা বৃডির উপর আবদ্ধ চাপ  AB= S (বচিঃ১) 

 

তাহডে,AB ∝ x 

⟹ s ∝ x 

⟹ s = kx  

⟹
𝑠

𝑥
= 𝑘    

এখাডন k একটি ধ্রুবক এবং এই ধ্রুবকটা এমন লকউ হডব লয আমাডদর গডের মডধযই আডে । দআমাডদর এই গডে লকাণ আর চাপ 

ো়ো আডরা একজন বনবদব ি দদডঘবযর পবরমাপ বেে বৃডির বযাসাধব । এখাডন লসটাই ধ্রুবডকর কাজ করডব একটু বচন্তা করডেই বুডঝ 

যাবা আসডে বযাসাধব কডতা লকাডণর জনয চাডপর দদঘবয কডতা হডব তা বসডেে কডর লদয় ।  

লতা সাধারণত বৃডির বযাসাধবডক r বদডয় লেখা হয় এজনয সমীকরডণ k=r ববসডয় বেখডত পাবর, 

s = 𝑟 𝑥  

লকাণ বনডয় অডনক কথাই বো হডো আডরা একটু বডেই লফবে,যখন একটা পূনব বৃি দতরী হয় লকডে লকাণ হয় 360 বিবগ্র  

আর ঐ লকাণ দ্বারা লয বৃি চাপ দতরী হওয়ার কথা বেে লসটাডক আর চাপ বো যায় না হডয় যায় পবরবধ ।  

বযাসাধব r হডে বৃডির পবরবধ 2𝜋𝑟  

একটু আডগ আমরা লকাণডক চাডপর দদঘবয আর বযাসাডধবযর অনুপাত বহডসডব বশডখবেোম লসটা বযবহার কডর বেখডত পাবর, 

2𝜋𝑟

𝑟
= 360 ⟹ 180 = 2𝜋  

এই মূহুডতব  বকন্তু আমরা লকাণ পবরমাডপর আডরা একটা পদ্ধবত লপডয় লগোম লসটা হডো চাডপর দদঘবয দ্বারা লকাণ পবরমাপ করা । 

লকাণ পবরমাডপর এই পদ্ধবতটা বৃিীয় পদ্ধবত নাডম পবরবচত,এভাডব যখন লকাণডক প্রকাশ করা হডব তার একডকর নাম লরবিয়ান । 

তাহডে, 180° = 2𝜋 𝑟𝑎𝑑  

এবার েববর বদডক তাকাও েববডত <AOB=x বৃডির বযাসাধব OA=r  লকডে x লকাণ দ্বারা আবদ্ধ চাপ AC= s 
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এই বৃি লথডক বেখা যাডব,s = rx ⟹ 

x =
𝑠

𝑟
 

⟹ 𝑥 =
𝐴𝐶

𝑂𝐴
 

আর∆𝑂𝐴𝐵 ⟹ 𝑠𝑖𝑛𝑥 =
𝐴𝐵

𝑂𝐴
  বিয়ার? 

এবার পাবচ্ছ,
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
=

𝐴𝐵

𝑂𝐴
÷

𝐴𝐶

𝑂𝐴
 

⟹
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
=

𝐴𝐵

𝐴𝐶
  

এবার লদডখা আডস্ত আডস্ত যবদ x লকাণডক লোট করডত থাবক তাহডে বক ঘডট । বুঝডে ঘটনা বকেু? 

 

যবদ x লকাণ খুব লোট হডয় 0 এর কাোকাবে চডে 

আডস তাহডে B আর C ববনু্দ প্রায় বমডে যাডব 

তখন বেখা যাডব 

lim 𝑥 ⟶ 0 𝐴𝐵 ⟶ 𝐴𝐶 

যবদ তাই হয় তাহডে দাাঁ ়োডব, lim 𝑥 ⟶ 0 

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
=

𝐴𝐵

𝐴𝐵
= 1 

উভয়পাডশ বযস্তকরন কডর বেখা 

যাডব, lim 𝑥 ⟶ 0 
𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
= 1 

এই বজবনসটা আমাডদর বিডকাণবমবতক ফাংশডনর 

অন্তরীকরডণর সময় দরকার হডব ।  

এবার আডরা একটা বজবনস লদখাডনা যাক । এবাডরও 

একই েববর বদডক তাকাও, 

∆𝑂𝐴𝐵 ⟹ 𝑡𝑎𝑛𝑥 =
𝐴𝐵

𝑂𝐵
, 𝑥 =

𝐴𝐶

𝑂𝐴
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এবার েববডত একটা বযাপার লখয়াে কডরা,যখন লকাণ x ধীডর ধীডর কু্ষদ্র হডত থাডক তখন B আর C ববনু্দর মডধয দূরত্ব কমডত 

থাডক,এবদডক OA এর দদঘবয বকন্তু ধ্রুবই থাডক  

ফডে lim 𝑥 ⟶ 0 হডে 0𝐵 ⟶ 𝑂𝐴 

আবার,একটু আডগই লদবখডয়বে  

lim 𝑥 ⟶ 0 𝐴𝐵 ⟶ 𝐴𝐶 

এই বজবনসটা বিয়ার? বিয়ার না হডে েববটার বদডক ভাডো কডর তাকাও । ভাডবা একটু 

উপডরর কথা গুডো বুডঝ থাকডে, 

𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑥
=

𝐴𝐵

𝑂𝐵
×

𝑂𝐴

𝑂𝐶
 

যবদ lim 𝑥 ⟶ 0  হয় তাহডে 𝑂𝐵 ⟶ 𝑂𝐴  আর 𝐴𝐵 ⟶ 𝐴𝐶 এবার পাবচ্ছ, 

lim 𝑥 ⟶ 0
𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑥
=

𝐴𝐶

𝑂𝐴
×

𝑂𝐴

𝐴𝐶
= 1 

একই ভাডব এর ববপরীত কথাটিও সতয অথবাৎ, lim 𝑥 ⟶ 0
𝑥

𝑡𝑎𝑛𝑥
= 1 

এবার,লতামরা একটা বেবমট লবর কডর লদখাও লদবখ,lim 𝑥 → 0 
(1−𝑐𝑜𝑠𝑥)

𝑥
=? 

উপডর লয কয়টা বিডকাণবমবতক বেবমট বশবখডয়বে এগুডো অংক করার সময় বযবহার করডত হয় । আডগর অধযাডয় ববডশষ ববডশষ রূডপ 

থাকা ফাংশন গুডোর বেবমট মান লবর করডত বশবখডয়বে বিডকাণবমবতক বেবমট গুডো এগুডোর সাডথ বমবশডয় লদয়া হয় । লতামাডদর 

যা করডত হডব তা হডো এইডয বিডকাণবমবতক লমৌবেক লয কয়টা বেবমট লশখাোম অংক লযভাডবই লদয়া থাক এই রূডপ আনডত হডব 

লসজনয বযবহার করডত হডব ববডশষ বকেু লকৌশে লযগুডো আডগর অধযাডয় জাবনডয়বে । এখন আর লববশ বিডকাণবমবতক বেবমট উদাহরণ 

বদডয় লবাঝাডত যাবচ্ছ না । লসটা লরডখ বদোম লতামাডদর গডবষণা আর বচন্তার জনয আর আগামী লমোয় যবদ বই আডস তার জনয । 
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জিককোণজ জিক অনুেোি স ূকহর অন্তরক 

শুরুডতই একটা বজবনস জাবনডয় রাবখ Cosecx এটাডক আজ-কাে cscx লেখা হয় । কারনটা হডো,সব বিডকাণবমবতক ফাংশনডক 

সংডক্ষডপ বতন অক্ষডর বেখা হয় লকাডসডকর লবোয় লকন পাচ অক্ষডর তাই এটাডকও এখন বতন অক্ষডর cscx এভাডব বেখা হডচ্ছ 

। 

এখাডন প্রবতডক্ষডি x হডো লকাণ যার একক Radian এই ফাংশন গুডোর গ্রাডফ x=1 মাডন 1 radian 

বপথাডগারাডসর সূি লথডক আসা বিডকাণবমবতর লমৌবেক সূি গুডো মডন কবরডয় লদই, 

(𝑠𝑖𝑛𝑥)2 + (𝑐𝑜𝑠𝑥)2 = 1 

(𝑠𝑒𝑐𝑥)2 = 1 + (𝑡𝑎𝑛𝑥)2 

(𝑐𝑠𝑐𝑥)2 = 1 + (𝑐𝑜𝑡𝑥)2 

আমাডদর এবাডরর ফাংশন  

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥  

কযােকুোডসর বনয়ম অনুসাডর বনডচর কাজ গুডো কডর লফেবে, 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= lim

ℎ⟶0

sin(𝑥 + ℎ) − 𝑠𝑖𝑛𝑥

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠ℎ + 𝑐𝑜𝑠𝑥. 𝑠𝑖𝑛ℎ − 𝑠𝑖𝑛𝑥

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑐𝑜𝑠ℎ − 1) + 𝑐𝑜𝑠𝑥. 𝑠𝑖𝑛ℎ

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

 
𝑠𝑖𝑛𝑥(𝑐𝑜𝑠ℎ − 1)

ℎ
+ lim

ℎ⟶0

𝑐𝑜𝑠𝑥. 𝑠𝑖𝑛ℎ

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

−
(1 − 𝑐𝑜𝑠ℎ)

ℎ
. 𝑐𝑜𝑠𝑥 + lim

ℎ⟶0

𝑠𝑖𝑛ℎ

ℎ
. 𝑐𝑜𝑠𝑥 

= 𝑠𝑖𝑛𝑥. 0 + 𝑐𝑜𝑠𝑥. 1 = 𝑐𝑜𝑠𝑥  
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পডররটা লদডখ নাও আবম লকাডনা কথা বেডবা না এখাডন, 

𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥  

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= lim

ℎ⟶0

cos(𝑥 + ℎ) − 𝑐𝑜𝑠𝑥

ℎ
  

⟹ lim
ℎ⟶0

 
𝑐𝑜𝑠𝑥. 𝑐𝑜𝑠ℎ − 𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑠𝑖𝑛ℎ − 𝑐𝑜𝑠𝑥

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

 
𝑐𝑜𝑠𝑥(𝑐𝑜𝑠ℎ − 1) − 𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑠𝑖𝑛ℎ 

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

𝑐𝑜𝑠ℎ − 1

ℎ
. 𝑐𝑜𝑠𝑥 − lim

ℎ⟶0

𝑠𝑖𝑛ℎ

ℎ
𝑠𝑖𝑛𝑥 

= 0. 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥. 1 = −𝑠𝑖𝑛𝑥 

Y=tanx এর অন্তরক অনযভাডবও লবর করা যায় লসটা লতামরা লচিা কডর লদডখা,আবম লযডহতু আডগর একটা পডবব কি কডর 

ভাডগর সূি বশবখডয়বে তাই আবম ভাডগর সূি বদডয়ই কাজ করোমঃ 

𝑦 = 𝑡𝑎𝑛𝑥 =
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
  

ভাডগর সূিটা বকভাডব প্রডয়াগ করডত হয় জানা থাকডে বনডচর োইন গুডো সহডজই বুঝডত পারবা আর নাহডে বকেু লখডয় এডসা, 

⟹  
𝑑

𝑑𝑥
(

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
) =

𝑑
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝑥 −
𝑑

𝑑𝑥
𝑐𝑜𝑠𝑥. 𝑠𝑖𝑛𝑥

(𝑐𝑜𝑠𝑥)2
 

=
𝑐𝑜𝑠𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝑥 − (−𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑠𝑖𝑛𝑥)

(𝑐𝑜𝑠𝑥)2
 

=
(𝑐𝑜𝑠𝑥)2 + (𝑠𝑖𝑛𝑥)2

(𝑐𝑜𝑠𝑥)2
 

=
1

(𝑐𝑜𝑠𝑥)2
 

= 𝑠𝑒𝑐2𝑥 = 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥 

পডররটাও প্রায় একই রকম,এটা না লদডখ আডগ বনডজরা লচিা কডরা । খাতা কেম সাডথ বনডয়ডো আশা কবর । 
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𝑦 = 𝑐𝑜𝑡𝑥 =
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
  

⟹
𝑑

𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
=

𝑑
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥. 𝑠𝑖𝑛𝑥 −
𝑑

𝑑𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝑥

(𝑠𝑖𝑛𝑥)2
 

=
(−𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑥 − (𝑐𝑜𝑠𝑥)2

(𝑠𝑖𝑛𝑥)2
 

= −
(𝑐𝑜𝑠𝑥)2 + (𝑠𝑖𝑛𝑥)2

(𝑠𝑖𝑛𝑥)2
 

= −
1

(𝑠𝑖𝑛𝑥)2
 

= −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝑥 

= −𝑐𝑠𝑐2𝑥 

= −(1 + 𝑐𝑜𝑡2𝑥) 

ভাডগর সূি বদডয়ই আবার কবন্টবনউ করবে পডররটা, 

𝑦 = 𝑠𝑒𝑐𝑥 =
1

𝑐𝑜𝑠𝑥
  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑

𝑑𝑥
(

1

𝑐𝑜𝑠𝑥
) 

=

𝑑
𝑑𝑥

1. 𝑐𝑜𝑠𝑥 −
𝑑

𝑑𝑥
𝑐𝑜𝑠𝑥. 1

(𝑐𝑜𝑠𝑥)2
 

=
−(−𝑠𝑖𝑛𝑥)

(𝑐𝑜𝑠𝑥)2
 

=
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥

1

𝑐𝑜𝑠𝑥
 

= 𝑡𝑎𝑛𝑥. 𝑠𝑒𝑐𝑥 

= 𝑠𝑒𝑐𝑥√𝑠𝑒𝑐2𝑥 − 1 
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এবার েয় নম্বর বিডকাণবমবতক অনুপাত, 

𝑦 = 𝑐𝑠𝑐𝑥 =
1

𝑠𝑖𝑛𝑥
 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑

𝑑𝑥
(

1

𝑠𝑖𝑛𝑥
) 

=

𝑑
𝑑𝑥

1. 𝑠𝑖𝑛𝑥 −
𝑑

𝑑𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑥𝑥. 1

(𝑠𝑖𝑛𝑥)2
 

=
−𝑐𝑜𝑠𝑥

(𝑠𝑖𝑛𝑥)2
 

= −
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
.

1

𝑠𝑖𝑛𝑥
 

= −𝑐𝑜𝑡𝑥. 𝑐𝑠𝑐𝑥 

= −𝑐𝑒𝑐𝑥√𝑐𝑒𝑐2𝑥 − 1 
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জবেরীি জিককোণজ জিক েোিংশকনর অন্তরীকরণ(Differentiation of Inverse Trigonometric 

Function) 

এবার পাো ববপরীত বিডকাণবমবতক ফাংশডনর অন্তরক লবর করার, তার আডগ একটু বিয়ার কবর ববপরীত বিডকাণবমবতক ফাংশন বক 

বজবনস?  

িাস নাইন-লটডন বফবজডক্স প্রবতসরনাডঙ্কর মযাথ গুডো কডর থাকবা লসখাডন প্রায়ই এমন চডে আডস 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0.442 এই 

টাইডপর বজবনস!!আমরা বকন্তু জাবন না ঠিক সাইন কডতা বিবগ্রর মান 0.442 ঠিক লসই সময় আমাডদর সাহাডযযর জনয আডস 

ববপরীত বিডকাণবমবতক ফাংশন । আমরা বেবখ x = 𝑠𝑖𝑛−1(0.442) অথবাৎ,ববপরীত বিডকাণবমবতক ফাংশডনর কাজ হডো 

লকাডণর মান লবর করা ।সাধারনভাডব, যবদ y = sinx হয় তাহডে 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛−1(𝑦) এইটুকুই । ববপরীত বিডকাণবমবতক 

ফাংশনডক ভয় পাওয়ার লতমন বকেুই লনই এর সব দববশিয অনযানয ববপরীত ফাংশডনর মডতাই ।  

এবার বনডচর বিডকাণবমবতক ফাংশন গুডো বনডয় বকভাডব অন্তরক লবর করবে েক্ষয কডরা, 

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛−1𝑥  

⟹ 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑦  
সমীকরডণর উভয়পডক্ষ y চেডকর সাডপডক্ষ অন্তরীকরণ করবে,লসটা উভয় পাডশ d/dy অপাডরটর বদডয় প্রকাশ কডর লফেোম, 

⟹
𝑑

𝑑𝑦
𝑥 =

𝑑

𝑑𝑦
𝑠𝑖𝑛𝑦 

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝑐𝑜𝑠𝑦  

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= √1 − (𝑠𝑖𝑛𝑦)2 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= √1 − 𝑥2  

বকেুবদন আডগ বশবখডয়বেোম 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑑𝑥

𝑑𝑦
 যখনই লকাডনা ববপরীত ফাংশনডক অন্তরীকরডণর প্রডয়াজন হডব এটা বযবহার করডবা 

আজও করবে, 

⟹
1

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= √1 − 𝑥2  

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

√1 − 𝑥2
  

পডররটা বনডচ লচিা কডরা আডগ, 

𝑦 = 𝑐𝑜𝑠−1𝑥  

⟹ 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑦  

⟹
𝑑

𝑑𝑦
𝑥 =

𝑑

𝑑𝑦
𝑐𝑜𝑠𝑦 
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⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= −𝑠𝑖𝑛𝑦  

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= −√1 − (𝑐𝑜𝑠𝑦)2 

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= −√1 − 𝑥2 

⟹  
1

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= −√1 − 𝑥2  

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−1

√1 − 𝑥2
  

পডররটা, 

𝑦 = 𝑡𝑎𝑛−1𝑥  

⟹ 𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝑦  

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑦  

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 1 + 𝑥2  

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

1 + 𝑥2
 

আর মাি কডয়কটা ফাংশডনর অন্তরক লবর করা বাবক, 

𝑦 = 𝑐𝑜𝑡−1𝑥  

⟹ 𝑥 = 𝑐𝑜𝑡𝑦  

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= −(1 + 𝑐𝑜𝑡2𝑦) 

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= −(1 + 𝑥2) 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−1

1 + 𝑥2
 

পডরর ফাংশনটা 𝑠𝑒𝑐−1𝑥  

𝑦 = 𝑠𝑒𝑐−1𝑥  

⟹ 𝑥 = 𝑠𝑒𝑐𝑦  

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝑡𝑎𝑛𝑦. 𝑠𝑒𝑐𝑦  

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝑠𝑒𝑐𝑦√𝑠𝑒𝑐2𝑦 − 1  
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⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝑥√𝑥2 − 1  

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑥√𝑥2 − 1
  

লশডষরটা ।  

𝑦 = 𝑐𝑒𝑐−1𝑥  

⟹ 𝑥 = 𝑐𝑒𝑐𝑦  

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= −𝑐𝑜𝑡𝑦. 𝑐𝑒𝑐𝑦  

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= −𝑐𝑒𝑐𝑦√𝑐𝑒𝑐2𝑦 − 1  

⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= −𝑥√𝑥2 − 1  

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−1

𝑥√𝑥2 − 1
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ম ৌজগক েোিংশকনর অন্তরীকরণ(Differentiation of complex Function) 

 

এর আডগ লয ধরডনর ফাংশডনর অন্তরক বনডয় আডোচনা কডরবে লসগুডো লবশ বসম্পে বেে । সাধারন একটা চেডকর উপর ফাংশন 

বনভব র করডতা । চেডকর পবরবতব ডন ফাংশডনর পবরবতব ন হডতা ।  

বযাপারটা একটু উদাহরণ বদডয় লবাঝাডনা যাকঃ 

f(x)=sin (𝑥) 

এডতা বদডনর লশখা ববদযা যবদ লকউ বগডে থাডক,এটা x চেডকর একটা ফাংশন x এর পবরবতব ডনর জনয ফাংশনটা বক হাডর পবরববতব ত 

হডচ্ছ তা আমরা সহডজই লবর করডত পারডব । বকন্তু বক হডব যবদ চেক বনডজই একটা ফাংশন হয় । বযাপারটা বক বুঝডত পারডো ।  

ধডরা এইরকম, f(x)=sin(g(x))  
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 g(x)=𝑥2  

মাডন লটাটাে ফাংশন f(x)=sin(𝑥2)  এটাও বকন্তু x এরই একটা ফাংশন । বকন্তু এখাডন লয ঘটনা ঘটডে লসটা বকন্তু লমাডটও 

লসাজা না অন্তত আডগর লথডক একটু হডেও জটিে । 

মডন কডরা ফাংশনটা একটা লমবশন এর লভতডর সব কে-কব্জায় ভবতব  । sinx লবর করার জনয লয লমবশনটা বেে ওটা লবশ বসম্পে । 

ওই লমবশডন x ঢুবকডয় বদডে বভতডর একটা চাকার মডতা বজবনস আডে লসটা ঘুরডত থাডক লসই চাকাটা কডতা লকাডণ ঘুরডত হডব 

লসই বনডদব শনা হডো x । x পবরমান ঘুডর চাকা লথডম যায় তারপর ঐ টুকু লঘারার ফডে লয বিভূজ পাওয়া যায় লসটার অবতভূজ মাডন 

ঘূনবন অক্ষ আর েডম্বর দদঘবয লমডপ অনুপাত লবর কডর আউটপুট লদয় ।  

বকন্তু এইবার বযাপারটা একটু অনযরকম লদডখা প্রথডম লমবশডন x এর মান গুডো ঢুকডে তারপর লসটা বদডয় চাকা ঘুবরডয় সাইন এর 

মান লবর করডেই চেডব না । লকাডণর পবরমানটাডক আবার বগবও করডত হডব । এর মাডন ওইডয চাকাটা আডে ওটাডক কডতাটুকু ঘুরডত 

হডব লসই বনডদব শনা লদয়ার জনয বভতডর কযােকুডেটর টাইডপর বকেু একটা চাই লযটা x এর মানডক বগব কডর চাকাটার লঘারার পবরমান 

বনডদব শ করডব । তারপর আমরা আউটপুট পাডবা ।  

এই হডো একটা কম্পডেক্স ফাংশডনর লমকাবনজম । মাডন এই ফাংশডনর ইনপুটটা বনডজই একটা ফাংশন । এ ধরডনর ফাংশনডক সহজ 

ভাষায় বো হয় ফাংশডনর ফাংশন বা ফাংশডনর বভতডর ফাংশন । এইটুকু বিয়ার??  

 

লযৌবগক ফাংশডনর গ্রাফ দতরীর সময় আডগ চেক ইনুপুট বহডসডব গ্রহন্ন কডর তারপর লসই চেক মধযবতী ফাংশডন আবার ইনপুট 

বহডসডব ঢুডক লসখান লথডক লয আউটপুট লবর হয় লসটা আবার আডরক ফাংশডন ঢুডক েববডত লযৌবগক ফাংশডনর গ্রাফ দতরী হওয়ার 

প্রবেয়া লদখাডনা হডয়ডে । 
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ধডর নাও একটা বসম্পে  ফাংশন f(x) = sinx খুব সহজ একটা ফাংশন যার চেক x এখাডন আমরা x এর পবরবডতব  যা বকেু 

বসাডত পাবর শুধু মাথায় রাখডত হডব f(x) লযন অসঙ্গাবয়ত না হডয় যায় । এবার যবদ চেডকর জায়গায় x এরই একটা ফাংশন ববসডয় 

লদই তাহডে লতা লকাডনা সমসযা লনই তাই না । ধডরা আমাডদর এই ফাংশডনর চেক g(x) = 𝑥2 

তাহডে পুডরা ফাংশনটা  দা়োডচ্ছ 𝑓(𝑔(𝑥))  

g(x) বকন্তু x এরই ফাংশন তার মাডন লশষ পযবন্ত লযটা পাওয়া যাডব লসটা আর বকেুই না x এর একটা ফাংশন । একটু জটিে টাইডপর 

sin (𝑥2)  

এবার আমাডদর েক্ষয x এর সাডপডক্ষ এই জটিে ফাংশডনর অন্তরক লবর করা । আডরকটু সহজ ভাষায় ফাংশডনর পবরবতব ন হার লবর 

করা,আডরা সহজ ভাষায় ফাংশডনর গ্রাফ এডক তার ঢাে লবর করডত হডব । গাবণতীক প্রমাডণর আডগ একটু ভাডবা বকভাডব এটা করা 

লযডত পাডর । 

আডগ লযভাডব লমবশডনর উদাহরন বদডয় বুঝাোম,ডসই অনুযায়ী ফাংশনটা দুই ধাডপ কাজ করডব আডগ ইনপুট বনডব x তার বগব করডব 

লসই মানডক আবার আডরা একটা ফাংশডন ঢুবকডয় তারপর চূ়োন্ত ফোফে বদডব । লসাজা বাংোয় দুই ধাডপ কাজ আর বক!!  

 

বুঝডতই পারডো ঢােটাও দুই ধাডপ বহসাব করডত হডব । তাই না?? লতা বক করা যায়? 

এইভাডব লভডব লদডখা লযডহতু প্রথম ফাংশন g(x) যার ইনপুট x তাই প্রথডম x এর সাডপডক্ষ এই ফাংশডনর ঢােটা লবর কডর লনয়া 

যাক । পডরর ধাডপ g(x) ইনপুট বদডয় লয ফোফে পাওয়া যাডব মাডন f(g(x)) এই ফাংশডনর ঢাে g(x) এর সাডপডক্ষ লবর কডর 

বনোম । এবার একটা বজবনস মাথায় রাখডত হডব লসটা হডো আমাডদর প্রশ্নটা হডচ্ছ x এর সাডপডক্ষ চূ়োন্ত ফাংশন f(g(x)) এর ঢাে 

কডতা? একটু বুবদ্ধ খাটাডে বুঝবা লমাট ঢাে হডব আসডে দুইধাডপ লবর করা ঢাডের গুনফে!! আপাতত এটার জনয আর লতমন যুবি 

বদডত ভাডো োগডে না এডসা গাবণতীক ভাডব লদখাডনা যাক । 
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আমাডদর f(g(x)) ফাংশডনর অন্তরক x এর সাডপডক্ষ লবর করডত হডব  

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑔(𝑥)) = lim

ℎ⟶0

𝑓(𝑔(𝑥+ℎ))−𝑓(𝑔(𝑥))

(𝑥+ℎ)−𝑥
  ........................(i) 

𝑑

𝑑𝑔(𝑥)
𝑓(𝑔(𝑥)) = lim

𝑔(𝑥)⟶0

𝑓(𝑔(𝑥+ℎ))−𝑓(𝑔(𝑥))

𝑔(𝑥+ℎ)−𝑔(𝑥)
 ........................(ii) 

(i) ও (ii) হডত পাই, 𝑓(𝑔(𝑥 + ℎ)) − 𝑓(𝑔(𝑥)) =
𝑑

𝑑𝑔(𝑥)
𝑓(𝑔(𝑥))[𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)]   

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑔(𝑥)) =

𝑑

𝑑𝑔(𝑥)
𝑓(𝑔(𝑥)). lim

ℎ⟶0

[𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)]

(𝑥 + ℎ) − 𝑥
  

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑔(𝑥))

=  
𝑑

𝑑𝑔(𝑥)
𝑓(𝑔(𝑥)) .

𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥) 

এই সূিটা একটু বহবজবববজ োগডে একটু সাজাডনা যাক, 

ধডরা, 𝑔(𝑥) = 𝑢 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑣 তাহডে দা়োডচ্ছ, 

 
𝑑

𝑑𝑥
𝑣 =

𝑑𝑣

𝑑𝑢
.

𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

আশা কবর বিয়ার, এবার আমাডদর প্রথডম ধডর লনয়া ফাংশনটার অন্তরক লবর কডর লদখা যাক ।  

ধডর বনবচ্ছ,  

𝑣 = sin(𝑥2) ; 𝑢 = 𝑥2  

এবার বেখডত পাবর, 𝑣 = sin (𝑢) 

এখন একটু আডগ লবর করা সূিটা প্রডয়াগ করবে, 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑑

𝑑𝑢
sin(𝑢) .

𝑑

𝑑𝑥
𝑢  

⟹ cos(𝑢)
𝑑

𝑑𝑥
𝑥2 

= cos(𝑥2) . 2𝑥 

এবার যবদ ফাংশনটা আডরকটু জটিে হয় ধডরা এইরকম f(g(h(x))) তাহডে এর অন্তরক বক হডব বডোডতা? যবদ আডগর সূিটা বুডঝ 

থাডকা তাহডে এবার লবর করডত পারবা বজবনসটা হডব , 
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𝑑f(g(h(x)))

𝑑𝑔(ℎ(𝑥))
.
𝑑𝑔(ℎ(𝑥)

𝑑ℎ(𝑥)
.
𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥
 

এডতাক্ষণ লয বজবনসটা আডোচনা করোম লসটার একটা খুব ববখযাত নাম আডে লচইন রুে!! যবদ লচইন রুে বুডঝ থাডকা, 

এবার বনডচর ফাংশন গুডোর অন্তরক লবর করার লচিা কডরাঃ 

1.ln(1+x)ln (1 + x) 

2. cos(𝑥3)  

3. sin (ln (𝑥 + 2)) 

4.𝑒4𝑥 

5.sin (𝑒3𝑥) 
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অবযক্ত েোিংশকনর অন্তরীকরণ(Differentiation of Implicit Function) 

এডতাবদন লয ধরডনর ফাংশন বনডয় কাজ করবেোম লসগুডো x আর y এর মডধয সহজ সরে একটা সম্পকব  বণবনা করডতা । লববশরভাগ 

লক্ষডি y বেডো ফাংশন  x বেে চেক । x এর অে একটু পবরবতব ডন y এর পবরবতব ন হার লবর করার গে বডে আসবে শুরু লথডকই । 

এডতা বদন লয টাইডপর ফাংশন গুডোর অন্তরীকরণ লশখাডনা হডয়ডে লসগুডোর(প্রবতডক্ষডি y আোদা আোদা ফাংশন বণবনা 

করডে,ফাংশন গুডো পরস্পডরর সাডথ সম্পবকব ত না,সাধারণ ভাডব প্রডতযকটা ফাংশনডক y দ্বারা বণবনা করা হডয়ডে, প্রবতটি োইন 

আোদা এগুডোডক সম্পকব  যুি মডন করার কারন লনই) বকেু উদাহরণ লদয়া যাকঃ 

 y = 3x3  

𝑦 = 5𝑥2 + 2𝑥 + 7  

𝑦 = 𝑥
2
3  

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥  

𝑦 = sin(𝑥3)  

𝑦 = cos(𝑙𝑛𝑥) 

𝑦 = log𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 

এই ধরডণর ফাংশন গুডো । আশাকবর,এডতা বদন কযােকুোস লযটুকু লশখাডনা হডয়ডে তা যবদ সমূ্পনব ভাডব বগডে থাকডত পাডরা 

তাহডে উপডরর ফাংশন গুডোর অন্তরক লবর করা লতামাডদর জনয খুব একটা কঠিন হডব না । যারা উপডরর ফাংশন গুডো লদডখ ভয় 

পাও বন তাডদর অবভনন্দন!! মাধযবমডকর োিরা যবদ এডতাক্ষণ যা যা বুবঝডয়বে বুডঝ থাডকা তাহডে আবাডরা অবভনন্দন!! এই পযবন্ত 

বশডখ গবণত পদাথবববজ্ঞাডন অডনক দূর যাওয়া সম্ভব ।  

উপডরর ফাংশন গুডো লদডখডো,এগুডোর বকেু বকেু লবশ জটিে হডেও এরা সম্পডকব র বদক বদডয় বকন্তু একদম সরে । সব গুডো 

ফাংশন x আর   y এর মডধয সম্পকব  বনডদব শ কডর । আমরা ফাংশন লদডখই বুঝডত পাডর লকমন সম্পকব ,কডতাটা জটিে । বকন্তু যবদ এমন 

হয় x আর y এর সম্পকব  গুডোডক ঘুবরডয়, লপবচডয় বেখা হয় । বযাপারটা ধডরা এই রকম 

x2 + xy + y2 = 5 অথবা sin(x3 + y3) = 4xy লদডখা এই ফাংশন গুডোডত বকন্তু x আর y এর সম্পকব  সরে ভাডব 

বডে লদয়া হয় বন অথবাৎ,yলক  x বা x লক  y এর মাধযডম প্রকাশ কডর লদয়া হয় বন । বকন্তু যত যাই লহাক এটাও লতা গাবণতীক সম্পকব  

বা ফাংশন,বকন্তু বণবণা একটু বাডজ টাইডপর । এই ধরডনর ফাংশন গুডোডক তাই নাম লদয়া হডয়ডে অবযি ফাংশন । ইংডরবজডত বডে 

Implicit Function . 

এখন বকন্তু এই ধরডণর ফাংশডনরও অন্তরক লচডয় বসডত পাডর,বকন্ত জাডনাই লতা অন্তরক লবর করডত হডে বিয়ার করডত হয় কার 

সাডপডক্ষ অন্তরক লবর করডবা ।বকন্তু এই ধরডনর ফাংশডন সমসযাটা লসখাডনই । তাহডে বকভাডব বক করা যায়?  
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এক কাজ করডে হয় না বহসাব বনকাশ কডর x বা y এর মান লবর কডর বনডয় তারপর লয চেডকর সাডপডক্ষ অন্তরক লবর করডত বো 

হয় লস চেডকর সাডপডক্ষ অন্তরক লবর করডেই লতা হয় । চডো লচিা কডর লদখা যাক, 

এই ফাংশনটার কথাই ধডরা,  

x2 + xy = 1  

⟹ 𝑥𝑦 = 1 − 𝑥2 

⟹ 𝑦 =
1 − 𝑥2

𝑥
  

এবার x এর সাডপডক্ষ অন্তরক লবর কডর বনডেই হডো,ডসটা আর কডর লদখাবচ্ছ না । এই ফাংশনটা লসাজা বেডো তাই অবযি লথডক 

বযি করডত খুব একটা লবগ লপডত হয় বন । বকন্তু বনডচর ফাংশনটার বদডক একটু তাকাও এটা বনডয়ও একই বজবনস লচিা কডরা লতা । 

মাডন x এর সাডপডক্ষ অন্তরক লবর কডরা, 

x2 + xy + y2 = 5  

ধাপ-১ঃঃপ্রথডম y এর মান লবর কডরা 

ধাপ-২ঃঃএবার y লক x এর সাডপডক্ষ অন্তরীকরণ কডর 
dy

dx
 লবর কডরা ।  

লপডরডো?  

আবম খাতায় এই দুই ধাপ অডনক বার লচিা কডরবে বকন্তু বযথব!! ওবদডক লতামাডদর বক অবস্থা? আমার মডন হয় না এত সহডজ পারডব 

কাজটা । প্রথম ধাডপর কাজটা করডত লগডে খুব সহডজ পারা যায় না বরং আডরা জটিে হডয় যায় বযাপারটা । তাই আবম ববেবক এই 

বযাটা লযভাডব আডে লসভাডবই থাক আমরা বরং সরাসবর অন্তরীকরণ কডর লফবে ।  

তার আডগ একটা বথওডরম মডন কবরডয় লদই যবদ y , x চেডকর ফাংশন হয় তাহডে x এর সাডপডক্ষ y এর অন্তরক dy/dx . এডকবাডর 

সহজ একটা অবযি ফাংশন বদডয় কাজ শুরু করা যাক ।  

ধডরা, xy=1 এই ফাংশনটাডক x এর সাডপডক্ষ অন্তরীকরণ করবে, 

d

dx
 (xy) =

d

dx
(1) 

 ⟹
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥)𝑦 + 𝑥.

𝑑

𝑑𝑥
(𝑦) = 0 

উপডর শুধু গুডনর সূি প্রডয়াগ কডরবে আর বকেুই না, 

⟹ 𝑦 + 𝑥.
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 
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⟹ 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑦 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑦

𝑥
 

আশা কবর বিয়ার । 

এবার একটু কঠিন ফাংশন বনডয় কাজ করা যাক, 

𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 5 লক x এর সাডপডক্ষ অন্তরীকরণ করবে, 

⟹
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥2) +

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥𝑦) +

𝑑

𝑑𝑥
(𝑦2) =

𝑑

𝑑𝑥
(5)  

⟹ 2𝑥 + 𝑦 + 𝑥.
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

 ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
(𝑥 + 2𝑦) = −(2𝑥 + 𝑦) 

 ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

2𝑥 + 𝑦

𝑥 + 2𝑦
 

আডরা একটু কঠিন ফাংশন লযমন, 𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝑦) = 𝑥𝑦 এটা বনডয় কাজ করা যাক 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝑦)) =

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥𝑦) 

⟹
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥 + 𝑦). 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦) = 𝑦 + 𝑥.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
  

⟹ (1 +
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦) = 𝑦 + 𝑥.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
  

⟹ 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦) +
𝑑𝑦

𝑑𝑥
. 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦) = 𝑦 + 𝑥.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
(𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦) − 𝑥) = 𝑦 − 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦) 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦 − 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦)

𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦) − 𝑥
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আর একটা লদখাডনা যাক, 

𝑙𝑛(𝑥 + 𝑦) = 3𝑦3 

⟹
𝑑

𝑑𝑥
(𝑙𝑛(𝑥 + 𝑦)) =

𝑑

𝑑𝑥
(3𝑦3) 

⟹
1

(𝑥 + 𝑦)
. (1 +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) = 9𝑦2.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

⟹
1

𝑥 + 𝑦
+

𝑑𝑦

𝑑𝑥
(

1

𝑥 + 𝑦
) = 9𝑦2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
(

1

𝑥 + 𝑦
− 9𝑦2) = −

1

𝑥 + 𝑦
 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

1

((𝑥 + 𝑦)(𝑥 + 𝑦) − 9𝑦2)
 

  

পদাথবববজ্ঞাডনর ববখযাত ভর-শবির সমীকরণ প্রমাণ করডত অবযি ফাংশডনর অন্তরীকরণ জানডত হয় লতামরা যবদ প্রথম লথডক লদডখ 

থাডকা বুডঝ থাডকা তাহডে এখন ভর-শবির সমীকরডণর প্রমাণটাও বুঝডত পারবা!!তাই এই পযবন্ত পড়ে থাকডে আডপবক্ষকতা বুঝডত 

আর গাবণতীক বাধা লনই । লকায়ন্টাম লমকাবনডক্সও বহুদূর লযডত পারবা ।  

যবদ বুডঝ থাডকা বনডচর অবযি ফাংশন গুডো লথডক dy/dx লবর করডত লচিা কডরা, 

1. 𝑥3 − 3𝑥𝑦 + 𝑦3 = 1 

2. 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑦) 

3. 𝑙𝑛(𝑥𝑦) = 𝑥 + 𝑦 

4. 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛((𝑥 + 𝑦)2) 
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লগোজরদক র সোহোক য অন্তরীকরণ(Differentiation with logarithmic Function) 

অন্তরীকরডন বকেু আজব আকৃবতর ফাংশন আসডত পাডর যাডদর সাধারণ পদ্ধবতডত কাবু করা লবশ মুশবকে হডয় যায় । এজনয আজব 

আজব আকৃবতর ফাংশনগুডোডক কাবু করার জনয এই পদ্ধবতটা লশখা জরুবর ।  

এইবার এমন একটা ফাংশন লদয়া হে লযটা আসডে একটা ফাংশডনর উপডর আডরা একটা ফাংশন বদডয় দতরী  

এডতাবদন লকাডনা ফাংশডনর অন্তরক লবাঝাডত 
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
 এই প্রতীক বযবহার কডর এডসবে বকন্তু এই প্রতীকটা একটু ব়ে-স়ে । অডনক 

জায়গায় বেখডত অসুববধা হয়,বহবজবববজ হডয় যায় । আর তাো়ো আমরা অডনক বদন এই প্রতীক বযবহার কডর আসবে এবার লথডক 

মাডঝ মাডঝ একটু অনয প্রতীক বযবহার করডবা । 𝑓(𝑥) এর অন্তরক লবাঝাডত   𝑓′(𝑥) প্রতীকটা বযবহার করডবা ।  

আবাডরা মডন কবরডয় লদই আমাডদর উডদ্দশয হডো ফাংশডনর অন্তরক লবর করা অথবাৎ, 
dy

dx
 

𝑦 = ln(𝑓(𝑥)) এই আকাডরর ফাংশন হডে বনয়ম অনুযাবয় অন্তরক হডব  

𝑦 = ln(𝑓(𝑥)) 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
  

ব়ে ব়ে অংক করার সময় এটা সরাসবর বেখডত হডব বকন্তু । 

𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) এই টাইডপর একটা ফাংশন এডতাবদন লয পদ্ধবত গুডো বশবখডয়বে লসগুডো এই ফাংশডনর জনয একটু কমই 

হডয় যায় । যাইডহাক এমন ফাংশনডক কাবু করার অস্ত্র হডো েগাবরদম । নযাচরাে েগাবরদডে্র কযােকুোস অডপক্ষাকৃত সহজ হয় 

। এজনয আমরা উভয়পডক্ষ নযাচরাে েগাবরদম বনডয় বনবচ্ছ । lny = ln𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)  

⟹ 𝑙𝑛𝑦 = 𝑔(𝑥) ln(𝑓(𝑥))  

⟹
1

𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑔′(𝑥) ln(𝑓(𝑥)) + 𝑔(𝑥) ×

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
  

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 [𝑔′(𝑥) ln(𝑓(𝑥)) + 𝑔(𝑥) ×

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
] 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) [𝑔′(𝑥) ln(𝑓(𝑥)) + 𝑔(𝑥) ×

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
] 

এবার এই আকাডরর একটা সহজ ফাংশন বনডয় তার অন্তরক লবর কডর লদখাডনা যাক, 

y = xx  

⟹ 𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛𝑥𝑥 

⟹ 𝑙𝑛𝑦 = 𝑥𝑙𝑛𝑥  

⟹
1

𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑙𝑛𝑥 + 1   ⟹

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥𝑥(1 + 𝑙𝑛𝑥)  
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এই আকাডরর আডরা দুই একটা উদাহরণ লদখাডনা যাক, 

𝑦 = (sin−1 𝑥)𝑙𝑛𝑥  

⟹ 𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛(sin−1 𝑥)𝑙𝑛𝑥  

⟹ 𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛𝑥. ln(𝑠𝑖𝑛−1 𝑥) 

⟹
1

𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑥
. ln(sin−1 𝑥) + 𝑙𝑛𝑥.

1

sin−1 𝑥
.

1

√1 − 𝑥2
  

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 [

1

𝑥
. ln(sin−1 𝑥) + 𝑙𝑛𝑥.

1

sin−1 𝑥
.

1

√1 − 𝑥2
] 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (sin−1 𝑥)𝑙𝑛𝑥[

1

𝑥
. ln(sin−1 𝑥) + 𝑙𝑛𝑥.

1

sin−1 𝑥
.

1

√1 − 𝑥2
]   

আর উদাহরণ বদবচ্ছ না এই ফাংশন গুডো অডনক অডনক জটিে আমার জানা লনই কখডনা বাস্তব অবভজ্ঞতায় অডনক উচ্চতর 

পযবাডয়র প়োডশানায় এই ধরডনর ফাংশডনর লদখা পাওয়া যায় বকনা । তডব এগুডো জটিে তাই আমাডদর অভীজ্ঞতা যাচাইডয়র জনয 

অংক করডত লদয়া হয় । এই অংক গুডো একটু লববশ ব়ে হডব অডনক লকৌশে প্রডয়াগ করডত হডব । সব সময় মাথা ঠান্ডা লরডখ 

এই বজবনস গুডো সমাধান করডত হয় । এই অংক গুডো আসডে সবডচডয় সহজ অংক গুডোর মডধযই পডর শুধু লচহারা লদডখ ভয় 

লপডয় চুপডস লগডে হডব না । জটিে ফাংশডনর অন্তরক লবর করা লবশ সহজ!! 

বার বার লচিা কডরা এগুডো লকাডনা বযাপারই মডন হডব না । আবম মডন কবর তুবম যবদ নাইন লটডনও পডর থাডকা এই টাইডপর মাথ 

গুডো খুব একটা সাফার করাডব না যবদ সবটুকু পড়ে থাডকা ।  

েগাবরদডমর সাহাডযয অন্তরীকরণ লশখার পর আমরা ইডচ্ছ করডেই কযােকুোডসরমূে সূি গুডো সহডজই প্রমাণ কডর লফেডত পাবর 

। আমরা অডনক কাঠ খ়ে পুব়েডয় প্রথম লয ফাংশডনর অন্তরক লবর করার সূি লবর কডরবেোম লসটা y = xn  

⟹ 𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛𝑥𝑛 

⟹ 𝑙𝑛𝑦 = 𝑛𝑙𝑛𝑥  

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
.
1

𝑦
= 𝑛.

1

𝑥
  

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑛𝑦. 𝑥−1  
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⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑛𝑥𝑛. 𝑥−1 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑛𝑥𝑛−1   

এভাডব ইডচ্ছ করডে আডরা দুই একটা লমৌবেক সূডির প্রমাণ লদখাডত পাবর । লযমন দুই ফাংশডনর গুনফডের 

অন্তরক লবর করার সূিটাঃ 

𝑦 = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) 

⟹ 𝑙𝑛𝑦 = ln(𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)) 

⟹ 𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛𝑓(𝑥) + 𝑙𝑛𝑔(𝑥)  

⟹
1

𝑦
.
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
+

𝑔′(𝑥)

𝑔(𝑥)
 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 [

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
+

𝑔′(𝑥)

𝑔(𝑥)
] 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓′(𝑥). 𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥) 

দুটি ফাংশডনর ভাগফডের সূিটা লতামরা প্রমাণ কডর লফডো । 

একই ভাডব সবগুডো লমৌবেক সূি আমরা প্রমাণ কডর লফেডত পাবর । বকন্তু দরকার বক? এখন লতা লতামরা পারডবই । কাডজই আর 

লদখাোম না । এর আডগ লতা খুডট খুডট সব প্রমাণ বশবখডয়বে । 

এবার আডরা একটা গুরুত্বপূনব বজবনস লশখাডনা যাক । অডনক আডগ লথডকই বেবে কযােকুোস বদডয় লকাডনা ফাংশডনর পবরবতব ন 

বহসাব করা যায় । এরপর লদবখডয়বে কযােকুোস জানডে লযডকাডনা আজব ধরডণর বেডরখার উপর লযডকাডনা ববনু্দডত স্পশবক আকা 

সম্ভব হডে তাও আকা যায় ।  

ধডরা দুইটা পবরবতব ন পরস্পডরর উপর বনভব রশীে আমরা বেডত পাবর এই দুইটা বজবনডসর একটা পােডট লগডে অপরটাও পােটায় । 

এর একটা বাস্তব উদাহরণ হডত পাডর এইরকম পৃবথবীর বযাসাধব আর পৃবথবী পৃডি অবভকষবজ ত্বরন (g) এর মান । আমরা জাবন 

পৃবথবী পৃডি অবভকষবজ ত্বরডনর মান পৃবথবীর বযাসাডধবর উপর বনভব র কডর । যবদ বযাসাধব আডরকটু লববশ হডতা তাহডে g এর মান 

একটু কমডতা আবার বযাসাধব কম হডে g এর মান একটু বা়েডতা লকন কমডতা বা বা়েডতা এটা জাডনা লতা,বডেই লদই পৃবথবীর 

বযাসাধব যবদ পবরবতব ন করা লযত তাহডে এর অবভকষবজ ত্বরডনর মান বযাসাডধবর বডগবর সমানুপাবতক হডতা  ।  এখন হঠাৎ যবদ 

লকাডনাভাডব পৃবথবী নামক কমো লেবুটাডক (কমো লেবু মজা করার জনয বেবে এই বহসাডবর সময় পৃবথবীডক লমাটামুটি পারডফে 

লগােক ধডর লনয়া হডচ্ছ যার একটা বনবদব ি বযাসাধব রডয়ডে) লচডপ একটু লোট কডর লদয়া যায় তাহডে পৃবথবী পৃডি বডস লতামার 
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বনডচর মাথাডক একটু ভারী মডন হডব!! আবার যবদ পৃবথবীর কমোডেবুর মডতা লশডপর মডধয লকাডনাভাডব প্রচুর পবরমাডন লকাডনা 

পদাথব ঢুবকডয় এর বযাসাধব বাব়েডয় লদয়া যায় তাহডে মডন হডব সব বকেুই হােকা হােকা োগডে । লটনশন,বিডপ্রশন এসডবর ভারও 

বকেুটা কডর কডম লযডত পাডর । যাডহাক এবার গবণডত আসা যাক ।  

আমরা জাবন, যবদ পৃবথবী M ভডরর  R (পবরবতব নশীে) বযাসাডধবর একটা লগােক হয় তাহডে  এর পৃডি অবভকষবজ ত্বরন  g এর 

মান হডব  

g =
𝐺𝑀

𝑅2
  G  এখাডন সাববজনীন মহাকষব ধ্রুবক  

GM এর গুনফে একটা ধ্রুবক হডব কাডজই 𝐺𝑀 = 𝑘 ধডর বনডত পাবর, তাহডে পৃবথবীর পবরবতব নশীে বযাসাধব R আর তার পৃডি 

পবরবতব নশীে অবভকষবজ ত্বরন g  এর একটা ফাংশন পাবচ্ছ, 

𝑔 =
𝑘

𝑅2
  

⟹ 𝑙𝑛𝑔 = ln (
𝑘

𝑅2
) 

⟹ 𝑙𝑛𝑔 = 𝑙𝑛𝑘 − 𝑙𝑛𝑅2  

⟹ 𝑙𝑛𝑔 = 𝑙𝑛𝑘 − 2𝑙𝑛𝑅  

⟹
𝑑𝑔

𝑑𝑅
.
1

𝑔
= 0 − 2

1

𝑅
  

⟹
𝑑𝑔

𝑔
= −2

𝑑𝑅

𝑅
    

এখন একটা ববষয় লখয়াে কডরা, 

𝑑𝑔

𝑔
  আর 

𝑑𝑅

𝑅
 দ্বারা আসডে বক লবাজাডচ্ছ? 

এটা দ্বারা আসডে কযােকুোডসর আসে ববষয়টাই লবাঝাডচ্ছ । 

এর আডগ বুবঝডয়বেোম 
dy

dx
 এখাডন dx দ্বারা লবাজায় x এর কু্ষদ্র পবরবতব ন এই পবরবতব ডনর সাডথ y এর পবরবতব ন সম্পবকব ত থাডক 

। x এর পবরবতব ন মাডন বুডঝা লতা । x এর মান হয় লবড়েডে বা কডমডে তাও খুব কু্ষদ্র পবরমাডন তার প্রভাব পডরডে y এর উপর । 

আমরা এই প্রভাবটাই বহসাব কবর ।  

যখন বো হডব 
𝑑𝑥

𝑥
 তখন আসডে বক দা়োডচ্ছ? 
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তখন লবাঝাডচ্ছ x এর কডতা অংডশর পবরবতব ন হডো ।  

এখন আমরা উপডর একটা সমীকরণ লপডয়বে লসখাডন এডসডে 
𝑑𝑔

𝑔
 এটা দ্বারা বুঝাডনা হডচ্ছ অবভকষবজ ত্বরডনর কডতা অংশ পবরবতব ন 

হডব অথবাৎ, বা়েডব না কমডব । যবদ কডম যায় আমরা কডম যাওয়া অংশটা ঋণাত্বক বচহ্ন বদডয় বেবখ ।  

এবার এই সম্পকব  লথডক আমরা কমা বা়োর উির বদডত পারডবা । একটা প্রশ্ন বদডয় বিয়ার করা যাক । 

*পৃবথবীর ভর অপবরববতব ত লরডখ বযাসাধব 2% হ্রাস করা হডে অবভকষবজ ত্বরন কডতাটুকু হ্রাস বা বৃবদ্ধ পাডব? 

আমরা একটু আডগই বযাসাধব আর অবভকষবজ ত্বরডনর মডধয কমা বা়োর সম্পকব  লবর কডরবে  

𝑑𝑔

𝑔
= −2

𝑑𝑅

𝑅
    

এখাডন বডে লদয়া আডে বযাসাধব 2% কমাডনা হডচ্ছ, অথবাৎ 
𝑑𝑅

𝑅
= −2% 

এবার খুব সহডজই বেডখ বদডত পাবর অবভকষবজ ত্বরডনর পবরবতব ন, 
𝑑𝑔

𝑔
= −2(−2%) ⟹

𝑑𝑔

𝑔
= 4% 

অথবাৎ, অবভকষবজ ত্বরন 4% লবড়ে যাডব ।  

এইভাডব এমন লযডকাডনা পবরবতব ডনর জনয বহসাব গুডো খুব সহডজই করা যায় । লতামরা ইডচ্ছ করডে আডরা অনযানয লক্ষডি 

কযােকুোস বযবহার কডর পবরবতব ডনর পবরমান বহসাব করডত পাডরা ।  

এই পবরবতব ডনর বহসাব খুব গুরুত্বপূনব একটা ববষয় । এখান লথডকই আসডব বিফাডরবিয়াে ইকুডয়শন । পূনবাঙ্গ বই আসডে তাডত এই 

বনডয় আডরা আডোচনা থাকডব ।  
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বোর বোর অন্তরীকরণ 

আচ্ছা অন্তরডকর বক অন্তরক থাডক?আর যবদ থাডকই তাহডে লসটা বক হডব? 

লকাডনা ফাংশডনর অন্তরক ওই ফাংশডনর লযডকাডনা ববনু্দডত আকা স্পশবডকর ঢাডের একটা রাবশমাো বনডদব শ কডর তাই লতা,যবদ 

প্রাপ্ত এই রাবশ সাধারণত আবার একই চেডকর একটা ফাংশন হয় ।  

লযমন ধডরা সমত্বরডন লকাডনা একটা বস্তুর t সমডয় অবতোন্ত দূরডত্বর পবরমান 

s = ut +
1

2
𝑎𝑡2 

দূরত্বটা সমডয়র একটা ফাংশন । এই ফাংশন লথডক সমডয়র সাডপডক্ষ দূরডত্বর পবরবতব ন হার লবর 

করডে পাওয়া যাডব লবগ ।  

আমরা লসই বযাপারটাডক এইভাডব বেবখ 

ds

dt
= 𝑢.

𝑑𝑡

𝑑𝑡
+

1

2
𝑎.

𝑑

𝑑𝑡
(𝑡2) 

⟹ 𝑣 = 𝑢 +
1

2
𝑎. 2. 𝑡 

⟹ 𝑣 = 𝑢 + 𝑎𝑡 
সমডয়র সাডপডক্ষ দূরডত্বর পবরবতব ন হার লবর করডে পাওয়া যায় লবগ । এবং েক্ষয কডরা লবগ ও 

সমডয়র একটা ফাংশন । আবার যবদ সমডয়র সাডপডক্ষ লবডগর পবরবতব ন হার লবর কবর তাহডে পাডবা 

ত্বরন । জাডনা লতা,সমডয়র সাডথ লবডগর পবরবতব ন হার হডো ত্বরন ।  

dv

dt
=

𝑑

𝑑𝑡
(𝑢) + 𝑎.

𝑑

𝑑𝑡
(𝑡) 

⟹
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑎 

এই পুডরা বযাপারটাডত আমরা আসডে একটা ফাংশডনর দুইবার অন্তরক লবর কডরবে । পবরবতব ন হাডরর পবরবতব ন হার যাডক বডে । 

আচ্ছা আডরা একবার অন্তরক লবর করা যাডব নাবক? উির হডো না কারন লশষ পযবন্ত একটা ত্বরন বহডসডব একটা ধ্রুবক লপডয়বে 

।  
এইডয দুইবার অন্তরক লবর করার প্রবেয়া এটাডক সরাসবর বেখডে লকমন হয় বনডচর মডতা 

a =
d

dt
(𝑣) 

⟹ 𝑎 =
𝑑

𝑑𝑡
(

𝑑

𝑑𝑡
(𝑠)) 

সমূ্পনব প্রবেয়াটাডক এভাডব বেখা যাডব ।  
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এখন এই বযাপারটা আমরা প্রতীক বযবহার কডর বেডখ থাবক ।  

লদডখা বনডচ 𝑑𝑡 দুইবার আডে । dt বক বজবনস আডগ জাবনডয়বে । dt একটা খুব কু্ষদ্র দদঘবয ।  

আমরা যখন একটা দদঘবয দুইবার গুন কবর তখন লসটা বকভাডব উপস্থাপন কবর জাডনা লতা,একটু বিয়ার কডর লদই  

একটা বডগবর এক বাহুর দদঘবয AB  আমরা বেবখ বগবডক্ষডির লক্ষিফে= 𝐴𝐵 × 𝐴𝐵 = 𝐴𝐵2 

কখডনাই বকন্তু 𝐴2𝐵2 এইভাডব বেখা যাডব না । যবদ A, B আোদাভাডব সংখযা বনডদব শ কডর লকবে তাহডেই (A. B)(A. B) =

A2𝐵2 এভাডব বেখা যায় বিয়ার ।  

এজনয দুইবার অন্তরীকরণ করডে বনডচ 𝑑𝑡. 𝑑𝑡 = 𝑑𝑡2 বেখা হয় । যবদও আসডে গুন হডচ্ছ না তারপডরও এই ঘটনার এর লথডক 

ভাডো বযাখযা লপোম না । আবাডরা বডে বদবচ্ছ এই বযাখযায় ইডচ্ছ করডেই গাবনতীক ভুে ধরা যাডব । তাই এই রকম বযাখযা না বদডয় 

এটাডক একটা অপাডরটডরর আকার বহডসডব বোই ভাডো হডব ।  

দুইবার অন্তরীকরণ করডে উপডর পাওয়া যায় লযডহতু d দুইবার আডে তাই ২ লক উপডর বেখা হয় এভাডব 𝑑2 

উপডরর দূরডত্বর ফাংশনটিডক দুইবার অন্তরীকরণ করা হডয়ডে লবাঝাডত এভাডব বেখা হয় 

⟹ 𝑎 =
𝑑

𝑑𝑡
(

𝑑

𝑑𝑡
(𝑠)) ⟹ 𝑎 =

𝑑2𝑠

𝑑𝑡2
 

এবার দুইবার অন্তরীকরণ কডর আমাডদর প্রাপ্ত a লক আবার অন্তরীকরণ করডে আর বকেু থাকডব না । কারন আমরা ইবতমডধয একটা 

ধ্রুবক লপডয় লগবে ।  

 
এটা সুষম ত্বরডন চেমান বস্তুর জনয দূরডত্বর একটা ফাংশন বেে এ কারডন মাি দুইবার অন্তরীকরণ কডরই আমাডদর লথডম লযডত 

হডো । বকন্তু যবদ লকাডনা পযবায়বৃি গবত বা তরডঙ্গর সমীকরণ হডতা তাহডে েমাগত অন্তরীকরণ করা সম্ভব হডো । বার বার পাওয়া 

লযত একই চেডকর ফাংশন । বকেু বকেু লক্ষডি অন্তরীকরন চেডত পাডর অসীম সংখযক বার লযমন sinx, cosx, lnx এই ধরডণর 

ফাংশন গুডো । লতামরা এডদর েমাগত অন্তরীকরণ কডর লদডখা এমন বকেু পাওয়া যাডব যাডক আবার অন্তরীকরণ করা যায় এভাডব 

চেডত থাকডব অসীম পযবন্ত ।  
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যাডহাক একটু আডগ লদখাোম একটা ফাংশনডক দুইবার অন্তরীকরণ করা হডয়ডে বুঝাডত বযবহৃত প্রতীক  

𝑑2𝑠

𝑑𝑡2
 [এখাডন 𝑠 হডো 𝑡 চেডকর একটা ফাংশন ] 

লতা লযডকাডনা ফাংশন 𝑓(𝑥) লক n সংখযকবার অন্তরীকরণ করা লবাঝাডত এই  

dn

𝑑𝑥𝑛 অপাডরটর বযবহার করা হয় ।  

dn

𝑑𝑥𝑛  𝑓(𝑥) বেডত লবাঝায় 𝑓(𝑥) এর n তম অন্তরক ।  

ফাংশডনর অন্তরক লবাঝাডত আডরা বকেু প্রতীক বযবহার করা হয় লযমনঃ 

প্রথম অন্তরক 𝑓′(𝑥) অথবা, f i(𝑥) 

বদ্বতীয় অন্তরক 𝑓′′(𝑥) অথবা, 𝑓𝑖𝑖(𝑥) 

তৃতীয় অন্তরক 𝑓′′′(𝑥) অথবা, 𝑓𝑖𝑖𝑖(𝑥) 

এভাডব n তম অন্তরক লবাঝাডত f n(𝑥) বেখডেও চডে । 

তডব হযা অন্তরীকরন লযাগযতা বডেও একটা বযাপার আডে বকন্তু লসটা মাথায় রাখডত হডব ।  

লযমনঃ 

𝑦 = 𝑥4  

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑥3  

⟹
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 4.3. 𝑥2 

⟹
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
= 4.3.2. 𝑥 

⟹
𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
= 4.3.2.1 

⟹
𝑑5𝑦

𝑑𝑥5
= 0 

⟹
𝑑6𝑦

𝑑𝑥6
= 0 … 

উপডরর ফাংশনটার লক্ষডি 4 বার অন্তরীকরণ করার পর ধ্রুবক চডে এডসডে এরপর বাবক সব অন্তরক শূণয । 

লদডখা এই ধরডনর ফাংশন লযগুডোর উপর সূচক বহডসডব ধ্রুবক থাডক তাডদর লকবে ওই সূচডকর মান যত সডববাচ্চ তত বারই 

অন্তরীকরণ করা সম্ভব বাবক সব গুডো অন্তরক শূণয হডব ।  

𝑦 = 𝑥𝑛  ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑛𝑥𝑛−1  

⟹
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2  

⟹
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
= 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)𝑥𝑛−3 … .. 
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⟹
𝑑𝑟𝑦

𝑑𝑥𝑟
= 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) … (𝑛 − 𝑟 + 1)𝑥𝑛−𝑟 

⟹
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
= 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) … 3.2.1 = 𝑛! 

এরপর যবদ n+1 তম বা তারও উচ্চেডমর অন্তরক লবর করডত বো হয় তাহডে হডব 0 । বিয়ার লতা? 

যাইডহাক বববভন্ন ফাংশডনর n তম অন্তরক লবর করা বনডয় অডনক আডোচনা আডে আপাতত এই বি বইডত লসই আডোচনা আর 

সামডন যাডব না । সমূ্পনব আডোচনা লপডত হডে পূনবাঙ্গ বইডয়র জনয অডপক্ষা করডত হডব ।  
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এডতাবদন অন্তরীকরণ বা স্পশবক লবর করা বনডয় কথা বডেবে । তডব লশষ হয়বন কথা । কথা জডম আডে আডরা অডনক । এ পযবন্ত শুধুই 

স্পশবডকর ঢাে লবর করডত বশবখডয়বে ঢাে লবর করার কাজটাডক লবশ কঠিন পযবাডয় বনডয় লগবেোম । বাবক আডে অডনক বকেুই 

অন্তরডকর অন্তরক,পরাবমবতক ফাংশডনর অন্তরক,লটের আর মযাকেবরডনর ধারা,ফাংশডনর মযাবক্সমা-বমবনমা লবর করা,মধববতী মান লবর 

করা আডরা অডনক বকেু আডে ।সবার আগ্রহ থাকডে এই বজবনসগুডো বনডয় এই বসবরডজই আবাডরা বেখা হডব ।তডব,এখন আমার 

উডদ্দশয হডো মাধযবমডকর োিডদর কযােকুোস লশখাডনা ইবতমডধয অন্তরীকরডণর লযটুকু আডোচনা কডরবে তার সাডথ বচন্তা শবি 

লযাগ কডর ববজ্ঞান জগডত লবশ ভাডোই হাটা যাডব । এখন একটু লযাগজীকরণ লশখাডনা দরকার ।  

মডন আডে আডগ অবতোন্ত দূরত্ব লথডক লবগ লবর করডত বশডখবে । এবার তার উডল্টা কাজটা করডে লকমন হয়?? লবগ লথডক 

অবতোন্ত দূরত্ব লবর করার পদ্ধবতটা বশডখ লফো যাক । 

আ োর প্রে  কযোলকুলোস মশখো 

আবম যখন িাস লটডন তখন লস্পশাে বরডেটিবভটি লবশ ভাডো োগডতা । ইন্টারবমবিডয়ডটর বই খুডে সূিগুডো লদখতাম 

আডপবক্ষকতার চার সূি সময় প্রসারন,দদঘবয সংডকাচন,ভডরর আডপবক্ষকতা আর সবডচডয় সুন্দর ভর-শবি সমতূেযতার সূি ওই সময় 

বকেুই বুঝতাম না । এক ব়ে ভাইডয়র কাডে ভর-শবির সূডির প্রমাণ বশখডত লচডয়বেোম । উবন প্রথম বডেবেডেন এটা কযােকুোস 

ো়ো লবর করা সম্ভব না । আবম অবাক বডে বক কযােকুোস,লস আবার বক বজবনস । সবতয বেডত আমার তখডনা কযােকুোডসর নাম 

লশানা হয় বন ভাডো কডর । লতা ওই ব়ে ভাইডক আর প্রশ্ন কবর বন এটা বনডয় । আসে কথা হডচ্ছ ভডয় থাকতাম,ভাইয়া প়োডত 

আসডতন আমাডক তরডঙ্গর দববশিয মুখস্ত করডত বদডয় লগডেন আডগর বদন,অথচ আবম পাবর বন । এর উপর আবার কযােকুোস বশখডত 

চাই বকভাডব । সু্কডে গবণডতর সযারডক আমার লবশ ভাে োগডতা উবন গবণডতর চমৎকার সব গে বেডতন লফমবার লশষ উপপাডদযর 

কথা ওনার মুডখই শুডনবেোম,লযটা প্রমাণ করডত পারডে নাবক অডনক টাকা!! সযার বপওর অযান্ড অযাপ্লাইি মযাথ লথডক অনাসব করা 

মানুষ,ওনাডকই একটু বেোম,সযার কযােকুোস বজবনসটা বক একটু লবাঝাডবন? ওনার উির বেডো, “কযােকুোস লশখার সময় এখডনা 

হয় বন । এর জনয আডগ লথডক অডনক বকেু জানডত হয় ।” এরপডরও আবম বডেবেোম একটা প্রাথবমক ধারণা লতা বদডবন । যাই লহাক 

লশষ পযবন্ত উবন মাকব ারটা বদডয় লহায়াইট লবাডিব  লযডত বেডেন । এবার বেডেন “একটা বেডরখা আডকা,বেডরখার দুইপ্রান্ত লযাগ 

কডর দাও।” আবম একটা উদ্ভট টাইডপর লশপ আকোম । এবার বেডেন, “এর লক্ষিফে কডতা?” আবম বেোম এই বজবনডসর লক্ষিফে 

বকভাডব লবর করডবা । এবদডক একটা উদ্ভট েবব এডক বডস আবে,িাডসর অডনডকই হাসডে,লকউ লকউ ওই লশডপর নাম ও বদডচ্ছ 

আডর এটা লতা লদখডে এই রকম ব্ল্াহ-ব্ল্াহ । এবার সযার বেডেন এটাডক কু্ষদ্র কু্ষদ্র অংডশ ভাগ কডর দাও । আবম বজবনসটা আডরা বকেু 

কু্ষদ্র কু্ষদ্র লশডপ ভাগ কডর বদোম । ট্র্াবপবজয়াম,বিভুজ,লোট বৃি এই রকম বকেু লশডপ আসডে লকমন েবব এডকবেোম তার একটা 

নমুনাও বদোম েববডত । এবার সযার বেডেন, “এই ব়ে লশপটার লমাট লক্ষিফে এই লোট লশপ গুডোর লক্ষিফডের লযাগফডের 

সমান(বসম্পে কথা)।লোট লশপ গুডো লমাটামুটি আমাডদর লচনা এডদর পবরমাপ করডত পারডে লক্ষিফে লবর করা সম্ভব লবশ সহডজই 

। তারপর সব গুডো লক্ষিফে লযাগ কডর বদডেই ওই উদ্ভট লশডপর লমাট লক্ষিফে লবর করা যাডব । এই রকম অদু্ভত লশডপর বজবনডসর 

লক্ষিফে,আয়তন লবর করাই কযােকুোডসর কাজ,এডক বডে লযাগজীকরণ। এটা পডর বশখবা ।” 
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আমার আকা অদু্ভদ লসই আকৃবত 

অডনক গুডো কু্ষদ্র কু্ষদ্র অংডশ ভাগ কডর,কু্ষদ্র অংশ গুডোর লক্ষিফে লযাগ কডর লদয়া হয় বডে এর নাম লযাগজীকরণ এইটুকু 

বুডঝবেোম । যাই লহাক আবম আমার লবডঞ্চ বফডর আসোম । 

এবার আবম আমার মডতা কডর গে লশানাই, 

মবগ মেকক অজিক্রোন্ত দূরত্ব মবর করো 

আডগর বার মডন আডে লতা বকভাডব একটা গাব়ের অবতোন্ত দূরডত্বর মান লথডক লবগ লবর কডরবেোম?এবার লবগ লথডক লবর করডবা 

অবতোন্ত দূরত্ব । আবাডরা বেবে মহাববশ্ব গাবণতীক ভাষায় বেখা,গবণডতর েবব হডো গ্রাফ । 

মডন কডরা,বনডচর লটববডে একটা গাব়ের বনবদব ি সমডয়(লসডকন্ড) কডতা লবডগ(বমটার/লসডকন্ড) চেডে লসই মান গুডো লদয়া আডে । 

সময়(t) 0 1 2 3 4 5 6 

লবগ(v) 0 1 2 3 4 5 6 

  

একটা ববষয় লখয়াে কডরা সময় আর লবডগর সাংবখযক মান এখাডন সমান । এটা কডরবে বযাপারটাডক একটু সহজ করার জনয । 

মাডন আমরা বেডখ বদডত পাবর,t সমডয় লবগ v=t  

এখন আমাডদর উডদ্দশয এই লটববেটা লথডক অবতোন্ত দূরত্ব লবর করা । এজনয প্রথডমই একটা গ্রাফ এডক বনবচ্ছ ।  

সব বমবেডয় ৬ লসডকন্ড সমডয় লবডগর মান মানগুডো বনডয় একটা গ্রাফ এডকবে ।  
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সমডয়র অডক্ষ প্রবত এক লসডকডন্ডর নাম বদোম dt .লমাট সময় t=6s হডে dt হডব t এর 6 ভাডগর 1 ভাগ বিয়ার?? 

তাহডে,t=6dt  

⟹ 𝑑𝑡 =
𝑡

6
 

আমরা আডগ লথডকই জাবন t সমডয় দূরত্ব s=vt  

বুঝডত পারডো এখাডন বকন্তু লবগ প্রবত মূহুডতব ই পবরববতব ত হডচ্ছ লযমনঃ 

1s পডর লবগ 1 m/s   

1.1s পডর লবগ 1.1 m/s   

2s পডর লবগ 2 m/s   

2.5s পডর লবগ 2.5 m/s   

এর অথব বস্তু সমত্বরডণ চেমান 

মডন আডে একটা বস্তু যবদ সমত্বরডণ চেমান থাডক তাহডে, বনবদব ি সমডয়র শুরুডত আর লশডষ লবডগর লয মান থাডক তার গ়ে মান 

বনডয় যবদ ওইটুকু সময় চেমান থাকডতা একই সমান দূরত্ব অবতেম করডতা । 

অথবাৎ,যবদ লবর করডত চাই 1s-2s এই সময় বযবধাডন বস্তুটি কত দূরত্ব অবতেম কডরডে? 

তাহডে আমরা এভাডব বহসাব করডেই লপডয় যাডবা,  

1s এ লবগ 1m/s  

2s পর লবগ 2 m/s 
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এই এক লসডকন্ড সমডয় গ়ে লবগ= 
1+2

2
 𝑚/𝑠 =  1.5 𝑚/𝑠 

তাহডে এই ১ লসডকডন্ড অবতোন্ত দূরত্ব = 1.5 m  

এখন চডো লদডখ আবস গ্রাফ বক বেডে? আমরা লযভাডব অবতোন্ত দুরত্ব লবর করবে গ্রাডফ তার মাডন বক দা়োডচ্ছ? 

গ্রাফ অনুযায়ী, 1 s সমডয় dt সমডয় লয লবগ হডব তার মান হডচ্ছ v অডক্ষ f(t) এর দদঘবয এডক্ষডি, dt 

 2 s বা 2dt সমডয় লয লবগ হডব তার মানও v অডক্ষর দদঘবয এডক্ষডি 2dt 

আর এই সময় বযবধাডন অবতোন্ত দূরত্ব হডচ্ছ, উপবরউি দুই দূরডত্বর গ়ে আর তার সাডথ মধযবতী দূরডত্বর গুনফে ।  

একটু লচনা লচনা োগডে না, ট্র্াবপবজয়াডমর লক্ষিফে =
সমান্তরাে বাহু দ্বডয়র সমবি

২
× বাহুদ্বডয়র মধযবতী দূরত্ব  

এখাডনও লতা তাই করোম । আসডে লক্ষিফে লবর করোম । অথবাৎ, বনবদব ি সমডয় লবডগর লেখবচি লযটুকু জায়গা আবদ্ধ কডর লসই 

অংডশর লক্ষিফে ওই সমডয় অবতোন্ত দূরডত্বর সমান হয় । এবার এই সমূ্পনব সমডয়র জনয লবডগর লেখবচি লযটুকু জায়গা আবদ্ধ 

করডব লসটাই হডব অবতোন্ত দূরত্ব ।  

গ্রাফটা লদডখা অডনক গুডো ট্র্াবপবজয়াডম ববভি হডয় লগডে এই ট্র্াবপবজয়াম গুডোর লক্ষিফডের লযাগ ফে হডব অবতোন্ত দূরডত্বর 

মান । চডো লসই কাজটাই কডর লফো যাক  

লযডহতু এখন গ্রাফ বনডয় কাজ করবে তাই অবতোন্ত দূরত্ব না বডে লক্ষিফে বেবে,  

আমরা সময় অক্ষটিডক কডয়কটি কু্ষদ্র অংডশ ভাগ কডরবে এই কু্ষদ্র প্রবতটি অংডশর দূরত্ব সমান । লবগ অক্ষ বরাবর দদঘবয গুডো সময় 

অডক্ষ বনবদব ি সমডয়র লবগ বনডদব শ কডর । গ্রাফটা লদডখা বকেু সংখযক ট্র্াবপবজয়াডম ববভি হডয়ডে । গ্রাডফর ভূবমর কু্ষদ্র অংশ গুডো 

দ্বারা আবদ্ধ ট্র্াবপবজয়ামগুডোর লক্ষিফে লবর করা যাক 

প্রবতডক্ষডি ট্র্াবপবজয়াডমর সূি বযবহার করবে, লক্ষিফে= ½ (সমান্তরাে বাহুদ্বডয়র সমবি)*মধযবতী দূরত্ব 

0-dt  অংশ দ্বারা আবদ্ধ লক্ষিফে = 
1

2
(0 + 𝑑𝑡)𝑑𝑡 

 dt-2dt অংশ দ্বারা আবদ্ধ লক্ষিফে = 
1

2
(𝑑𝑡 + 2𝑑𝑡)𝑑𝑡 

2dt-3dt অংশ দ্বারা আবদ্ধ লক্ষিফে = 
1

2
(2𝑑𝑡 + 3𝑑𝑡)𝑑𝑡 

……………. 

……………. 

5dt-6dt অংশ দ্বারা আবদ্ধ লক্ষিফে = 
1

2
(5𝑑𝑡 + 6𝑑𝑡)𝑑𝑡 

এবার সবগুডো লক্ষিফে লযাগ কডর বদডেই এই টুকু সমডয় অবতোন্ত দূরত্ব লপডয় যাডবা,ধবর লক্ষিফে A 

তাহডে A=
1

2
(0 + 𝑑𝑡)𝑑𝑡 +

1

2
(𝑑𝑡 + 2𝑑𝑡)𝑑𝑡 +

1

2
(2𝑑𝑡 + 3𝑑𝑡)𝑑𝑡 + ⋯

1

2
(5𝑑𝑡 + 6𝑑𝑡)𝑑𝑡 

⟹ 𝐴 =
1

2
𝑑𝑡[(0 + 𝑑𝑡) + (𝑑𝑡 + 2𝑑𝑡) + (2𝑑𝑡 + 3𝑑𝑡) + ⋯ + (5𝑑𝑡 + 6𝑑𝑡)] 

⟹ 𝐴 =
1

2
𝑑𝑡. 𝑑𝑡[1 + 3 + 5 + ⋯ + 11] 

⟹ 𝐴 =
1

2
(𝑑𝑡)2(1 + 3 + 5 + ⋯ + 11) 

লক্ষিফডের মাডনর বভতডর একটা মজার বজবনস এডস লগডে ,1+3+5+…+11 মাডন প্রথম 6 টা ববডজা়ে সংখযার সমবি ।প্রথম n 

সংখযক ববডজা়ে সংখযার সমবি হডো,𝑛2এটা লতা জাডনাই  
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অথবাৎ,  1+2+3+…+11=62 

dt বক বজবনস আবার একবার মডন কবরডয় লদই, dt হডো সময় অডক্ষর কু্ষদ্র অংশ এডক্ষডি dt=
𝑡

6
 

এবার লক্ষিফডের মাডন dt এর মান ববসডয় বদডয় পাই, 

𝐴 =
1

2
× 36 × (

𝑡

6
)2  ⟹ 𝐴 =

𝑡

2

2

 

এই হডচ্ছ লক্ষিফডের মান একই সাডথ লবগ জানার মাধযডম অবতোন্ত দূরডত্বর মান ।  

বকন্তু একটা বজবনস েক্ষয কডরডো আমরা লয বজবনস খুজবেোম লসটা বকন্তু পাইবন । আমরা খুজডত এডসবেোম 0-6 লসডকডন্ড অবতোন্ত 

দূরত্ব বকন্তু লপডয়বে লযডকাডনা সময় t লত অবতোন্ত দূরত্ব কডতা হডব লসই মান!!  

এটা হডয়ডে কারন আবম শুরুডতই বডে বদডয়বেোম একটা সহজ মান ধডর বনডয় কাজ করডবা । এই লক্ষডি লবগ আর সমডয়র সম্পকব টা 

খুব সহজ সরে বেে তাই এমন হডো । যবদ এই সম্পকব টা আর একটু কঠিন হডতা তাহডে বকন্তু এডতা সহডজই লক্ষিফে লবর করা 

লযত না,বহসাব হডতা আডরা ব়ে । যাডহাক আপাতত লয অবতোন্ত দূরডত্বর জনয লয রাবশ লপডয়বে তাডত যবদ t=6 ববসডয় লদই উডদ্দশয 

সাধন!!  

এবার লদবখ বযাপারটাডক একটু কঠিন করা যাক  
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অদু্ভি আকোকরর মিিেল 

এবার সময়-লবগ লেখবচি অডতাটা সহজ-সরে না আকা-বাকা,উচু-বনচু । বকন্তু এবাডরও একই বনয়ম লবডগর লেখবচি অডক্ষর সাডথ 

লযটুকু জায়গা আবদ্ধ করডব তার লক্ষিফে হডব অবতোন্ত দূরডত্বর মান ।  

েববডত লদডখা এবাডরও একই ভাডব গ্রাফটাডক কু্ষদ্র কু্ষদ্র অংডশ ভাগ কডর লক্ষিফে লবর করার লচিা করবে ।  

প্রথমবার পুডরা গ্রাফটাডক সমান-সমান অডনক গুডো ভাডগ ভাগ কডর বদোম । লসগুডোডক লযাগ কডর ট্র্াবপবজয়াম আকোম,গ্রাফটা 

লমাটামুটি আডগর মডতাই লদখাডচ্ছ ।লক্ষিফে লবর করডে লমাটামুটি সঠিক মান পাওয়া যাডব একদম সঠিক না । বকন্তু এবাডর ভাগ 

সংখযা বকেুটা কবমডয় বদোম এবাডর েববটা একটু পােডট লগে । এই েবব লথডক লক্ষিফে লবর করডে লক্ষিফডের মাডনর সঠিকতা 

আডগর লথডকও কডম যাডব । 

 
 

পডরর েবব গুডোডত লদডখা গ্রাফটা লমাটামুটি ব়ে ব়ে মাি কডয়কটা অংডশ ভাগ কডর লক্ষিফে লবর করার লচিা করা হডচ্ছ ।গ্রাডফর 

খন্ড গুডো যডতাই ব়ে হডচ্ছ গ্রাডফর আকার তত ববকৃত হডচ্ছ ।এভাডব চেডত থাকডে,এক সময় গ্রাফটাডক লচনাই যাডব না 

।লক্ষিফডের মান আর প্রকৃত মান আকাশ-পাতাে পাথবকয হডয় যাডব ।  
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এডতাক্ষণ এই কথা গুডো বোর উডদ্দশয একটাই লসটা হডো একটা জটিে গ্রাফডক কু্ষদ্র অংডশ ভাগ কডর গ্রাডফর আবদ্ধ অংডশর 

লক্ষিফে লবর করার সময় গ্রাফডক যত লববশ সংখযক কু্ষদ্র অংডশ ভাগ করা হডব লক্ষিফডের মান ততই আসে মাডনর কাোকাবে হডব 

। বক করডে একদম সঠিক মানটা পাওয়া যাডব? 

আচ্ছা যবদ গ্রাফটাডক অসীম সংখযক কু্ষদ্র অংডশ ভাগ কডর লদই,তাহডে? হযা লক্ষিফডের সবডচডয় সঠিক মান পাওয়া যাডব!! 

একটু আডগ লবগ লবর করা সময় লদখাোম গ্রাফ দ্বারা আবদ্ধ অংডশর লক্ষিফেডক কু্ষদ্র কু্ষদ্র অংডশর লক্ষিফডের একটা ধারা বহডসডব 

প্রকাশ করডত পারবে । আডগর বার গ্রাডফর ভূবমডক সমান 6 অংডশ ভাগ কডরবেোম । ধারায় ৬ টা পদ বেে । এবার বডেবে যবদ জটিে 

গ্রাফ হয় তাহডে অসীম সংখযক ভাডগ ভাগ করডত হডব,পাওয়া যাডব অসীম সংখযক পডদর একটা ধারা,যার সমবি আবার গ্রাফ দ্বারা 

আবদ্ধ লমাট লক্ষিফে বনডদব শ কডর,লবগ লথডক অবতোন্ত দূরডত্বর মান লবর কডর ।  

আডগর বার গ্রাডফর t অক্ষডক 6 ভাগ কডরবেোম প্রবতটা সমান কু্ষদ্র অংডশর দদঘবয বেে 
𝑡

6
   

যবদ t অক্ষডক n সংখযক ভাডগ ভাগ কবর তাহডে প্রবতকু্ষদ্র অংডশর দদঘবয হডব 
𝑡

𝑛
  

সবডচডয় সঠিক লক্ষিফে লবর করার জনয অসীম সংখযক ভাগ করার কথা বডেবেোম  

অথবাৎ, limit n⟶ ∞ এর জনয dt=
𝑡

𝑛
 এর মান dt⟶ 0  

dt হডো একদম কু্ষদ্রতর,যডতা কু্ষদ্রতর হওয়া সম্ভব কু্ষদ্রতর হডত হডত 0 এর যত সম্ভব বনকডট লপৌোয়,লপৌোডতই থাডক । 

আর এবদডক লক্ষিফডের মান লতা ধারার সমবি লসই ধারার পদ সংখযা অসীডমর বদডক লপৌোডচ্ছ লকউ লশষ খুডজ পাডচ্ছ না ।  

এতক্ষণ গে লশানাোম লযাগজীকরডণর। 

অন্তরীকরডণর কাজ যবদ হয় অবতোন্ত দূরত্ব লথডক লবগ লবর করা অথবাৎ,দূরডত্বর পবরবতব ন হার লবর করা তাহডে অন্তরীকরডণর কাজ 

হডো লবগ লথডক অবতোন্তদূরত্ব লবর করা মাডন প্রবত অন্তরক । 

আডরক অডথব লযাগজীকরডণর কাজ লক্ষিফে লবর করা । লবশ কঠিন কঠিন উদ্ভট লদখডত লক্ষডির লক্ষিফে ।  

আবার এই লযাগজীকরণ হডো লযাগ । অসীম ধারার সমবি লবর কডর ।  
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মকন একিো ম োগ? 

 

এবার ধডরা আমরা একটা ফাংশন y=f(x) এর গ্রাফ দ্বারা অডক্ষর সাডথ লয লক্ষি দতরী কডর তার লক্ষিফে লবর করডবা েববডত 

লদখডত পাডচ্ছা লতা লকমন বাকা-টযারা একটা ফাংশন । আডগর পডবব আমরা লক্ষিফে লবর করডত বগডয় লপডয়বেোম অসীম ধারা 

আশা কবর মডন আডে । এজনয এই পডবব ধারা বনডয় একটু কথা বোর দরকার আডে । আডগ একটু ধারার গে লশানাই । 

লয ধরডনর ধারাই লহাক একটা বচডহ্নর মাধযডম প্রকাডশর বযবস্থা করা যায় ধারার পদ সংখযাও বনবদব ি কডর লদয়া যায় । এই বচহ্নডক 

বডে Sigma Notation বা Summation Notation  

সমান্তর ধারা লহাক বা গুডনাির ধারার সব পদই একটা বনয়ম লমডন চডে এটা আশা কবর সবার জানা আডে । বনডচর উদাহরন গুডো 

েক্ষয কডরা, 

S=1+3+5+7+… 

এই ধারার n তম পদ হডো (এখাডন,n হডো স্বাভাববক সংখযা) 2n-1 

লদডখা এই রাবশটাডত যবদ েমাগত স্বাভাববক সংখযার মান ববসডয় বদডত থাবক ধারাটি পাওয়া যাডব  

n = 1 ⟹ (2 × 1) − 1 = 1 

n = 2 ⟹ (2 × 2) − 1 = 3 

n = 3 ⟹ (2 × 3) − 1 = 5 
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n = 4 ⟹ (2 × 4) − 1 = 7 
এবার ধডরা ধারাটির বনবদব ি সংখযক পদ লথডক শুরু কডর বনবদব ি সংখযক পদ পযবন্ত লযাগ করডত চাই ধডরা ১ম লথডক ৬ি পদ পযবন্ত  

অথবাৎ, আমাডদর লযাগ শুরু করডত হডচ্ছ n=1 লথডক লশষ হডচ্ছ n=6 এ  

ইংডরবজডত Initial অথব আবদ বা প্রারবম্ভক তাই প্রায়ই এই শডব্দর প্রথম অক্ষর i ধারার সাধারণ পদ লবাঝাডত এবং লযাগ করার 

শুরু ও লশডষর বনডদব শ বদডত বযবহার করা হয় ।  

ধারা প্রকাশ করার জনয গ্রীক বসগমা বচহ্ন বযবহার করা হয় লসটার লচহারা এইরকম “∑”  

এই বসগমার বভতডরই ধারার সাধারণ পদ রাখা হয় লযমন এডক্ষডি 2i-1 এডক্ষডি i স্বাভাববক সংখযা এবং ধারার কততম পদ তা 

বনডদব শ করডত বযবহার হয় ।  

এবার আসডে কয়টা পদ লযাগ করডবা তা বনবদব ি কডর লদয়ার পাো । এজনয ∑ বচডহ্নর বনডচ i কডতা লথডক শুরু করডত হডব তা 

বডে লদয়া হয় এই বনডদব শডক বো হয় Lower value লযমনঃ 1 লথডক লযাগ করা শুরু হডে বসগমা বচডহ্নর বনডচ এভাডব বেখা 

হয় i=1 

লকাথায় লযাগ করা লশষ করডত হডব তা লবাঝাডনার জনয বসগমা বচডহ্নর উপডর শুধু লশষ সংখযার মান বসাডত হয় এডক বো হয় 

Upper value  

 

েববডত বসগমা লনাটাশন বকভাডব বযবহার করডত হয় লদবখডয়বে ।  

আডগই বডেবে লযডকাডনা ধারাই বসগমা লনাডটশন বযবহার কডর প্রকাশ করা যায় । যবদ লকাডনা ফাংশডন একটা ধারার সমবি রূডপ 

প্রকাশ করা যায় তাহডে বসগমা লনাডটশন বযবহার কডর বেখা যাডব ।  

জাডনা লতা,𝑒𝑥 = 1 +
𝑥

1!
+

𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯ 

একটা বজবনস লখয়াে কডরা এখাডন i তম পডদর একটা সাধারণ লচহারা আডে 
𝑥𝑖

𝑖!
 

এটা একটা অসীম ধারা লযটা শুরু হডব i=0 লত লশষ হডব অসীডম মাডন ∞  

তাহডে বসগমা লনাডটশডনর মাধযডম বেখা যাডব 𝑒𝑖 = ∑
𝑥𝑖

𝑖!

∞
𝑖=0  [এখাডন লকাডনাভাডবই i লক অবাস্তব সংখযা মডন করা যাডব না] 

একই ভাডব যবদ বাইডনাবময়াম ধারাডক বেখা যায় তাহডে হডব, 
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(𝑥 + 𝑎)𝑛 = ∑ (
𝑛

𝑘
) 𝑥𝑘𝑎𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

স্বাভাববক সংখযাডক বনডদব শ করার জনয শুধুই লয i বযবহার করা হয় তা নয় j,k,n.. লযডকাডনা ধ্রুবক ও বযবহার করডত পাডরা ।  

এবার আবস অসীম ধারা বদডয় লক্ষিফে বননবডয় ।  

েববডত বেডরখা দ্বারা লববিত লক্ষিটাডক অসংখয কু্ষদ্র কু্ষদ্র ট্র্াবপবজয়াডম ভাগ করা হডয়ডে ধডর বনবচ্ছ লোট ট্র্াবপবজয়াম গুডোর 

লক্ষিফে 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … … 𝑎𝑖 

সমগ্রডক্ষিটির লক্ষিফে A 

 

 

যবদ সমগ্র লক্ষিটি n সংখযক কু্ষদ্র কু্ষদ্র ট্র্াবপবজয়াডম ববভি হডয় থাডক তাহডে  

A = 𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ 𝑎𝑖 … + 𝑎𝑛 

X অক্ষডক আমরা কু্ষদ্র কু্ষদ্র n সংখযক ভাডগ ববভি কডরবে প্রবতটি ভাডগর দদঘবয 𝑑𝑥 = lim
𝑛⟶∞

x

n
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ধডর বনবচ্ছ X অক্ষ বরাবর শুরুডত 𝑥0, ববনু্দডত 𝑥 =

0 𝑥0 লথডক 𝑑𝑥 দূরডত্ব  𝑥1 ববনু্দ এভাডব  েমাগত 𝑥2, 𝑥3 … 𝑥𝑛 ববনু্দ গুডো পরস্পর লথডক 𝑑𝑥 দূরডত্ব অববস্থত  

অথবাৎ, 𝑥1 − 𝑥0 = 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑥3 − 𝑥2 = 𝑥3 − 𝑥4 = ⋯ = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 = 𝑑𝑥 

আডগই বডে বদডয়বে y = f(x), তাহডে y অক্ষ বরাবর  

𝑥 = 𝑥0 হডে 𝑦 = 𝑓(𝑥0) = 𝑦0 

𝑥 = 𝑥1 হডে 𝑦 = 𝑓(𝑥1) = 𝑦1 

𝑥 = 𝑥2 হডে 𝑦 = 𝑓(𝑥2) = 𝑦2 

𝑥 = 𝑥𝑖  হডে 𝑦 = 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖 

েববডত লখয়াে কডরা y অক্ষ বরাবর এই মান গুডো আসডে ট্র্াবপবজয়াডমর সমান্তরাে বাহুর দদঘবয বনডদব শ কডর । 

এবার চডো বপবচ্চ বপবচ্চ ট্র্াবপবজয়াম গুডোর লক্ষিফে লবর করা যাক, 

ট্র্াবপবজয়াডমর লক্ষিফে= 
1

2
(সমান্তরাে বাহুদ্বডয়র সমবি) × বাহুদ্বডয়র মধযবতী দূরত্ব 

লক্ষিফে 𝑎0 =
1

2
(𝑦0 + 𝑦1)(𝑥1 − 𝑥0) =

𝑑𝑥

2
(𝑦0 + 𝑦1) 

𝑎1 =
1

2
(𝑦1 + 𝑦2)(𝑥2 − 𝑥1) =

𝑑𝑥

2
(𝑦1 + 𝑦2) 

………………………………………………………………………………………. 

𝑎𝑛 =
1

2
(𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛)(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1) =

𝑑𝑥

2
(𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛) 

এই মান গুডো বনডয় পাই, 

A =
𝑑𝑥

2
(𝑦0 + 𝑦1) +

𝑑𝑥

2
(𝑦1 + 𝑦2) + ⋯ +

𝑑𝑥

2
(𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛) 

⟹ 𝐴 =
𝑑𝑥

2
(𝑦0 + 2𝑦1 + 2𝑦2 + ⋯ + 2𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛) 

⟹ 𝐴 = 𝑦0

𝑑𝑥

2
+ 𝑦1𝑑𝑥 + 𝑦2𝑑𝑥 + ⋯ + 𝑦𝑛−1𝑑𝑥 + 𝑦𝑛

𝑑𝑥

2
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⟹ 𝐴 =
1

2
× 𝑓(𝑥0)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑥1)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑥2)𝑑𝑥 + ⋯ +

1

2
× 𝑓(𝑥𝑛)𝑑𝑥 

আডরা একটু লববশ পবরচয় বদডয় বেখা যাক, 

𝐴 =
1

2
× 𝑓(𝑥0)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑥1)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑥2)𝑑𝑥 + ⋯ +

1

2
× 𝑓(𝑥𝑛)𝑑𝑥  লযখাডন, 𝑑𝑥 = lim

𝑛⟶∞

𝑥

𝑛
 

এটা বকন্তু লদখডত একটা ধারার মডতা হডয়ডে যবদও প্রথম আর লশষ পডদ একটু ঝাডমো রডয়ডে বকন্তু লমাটামুটি একটা ধারা এটাডক 

বসগমা লনাডটশন বদডয় প্রায় সমান বহডসডব লদখাডনা লযডত পাডর এভাডব, 

𝐴 ≈ ∑ 𝑓(𝑥𝑖)𝑑𝑥

𝑛

𝑖=0

 

বকন্তু গবণত প্রায় সমান বজবনসটা পেন্দ কডর না পেন্দ কডর একদম সমান তাই বসগমা লনাডটশডনর বচহ্ন পাডল্ট অনয একটা সুন্দর 

বচহ্ন বযবহার করা হয় । এই বচহ্নটা প্রথম বযবহার কডরবেডেন গিবিি োইববনজ,বতবন এটা Summation শব্দটির প্রথম অক্ষর 

s এর ববধবত রূপ বহডসডব s ⟶ ∫ এই বচহ্নটিডক বযবহার কডরবেডেন । বতব মাডন এটিই ইবিগাে কযােকুোডসর বচহ্ন বা অপাডরটর 

বহডসডব বযবহৃত হয় । 

কাডজই আমরা লক্ষিফেডক এই বচহ্ন বদডয় বেখডত পাবর বনডচর মডতা কডর, 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

অথবাৎ, একটা ফাংশডনর ইবিগাে মাডন ওই ফাংশডনর গ্রাফ দ্বারা আবদ্ধ অংডশর লক্ষিফে ।  

এই লমাটামুটি ইবিগাে কযােকুোডসর জযাবমবতক বযাখযা ।  
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ম োগিীকরকণর মকৌশল 

আডগই বডে লদই অন্তরীকরডণর লক্ষডি লযমন আজব আজব লচহারার ফাংশডনর অন্তরক লবর করার উপায় ও লবশ সহজ,একটা মূে 

বনয়ডমর উপর বভবি কডর লযডকাডনা ফাংশডনর অন্তরক লবর কডর লফো যায় এখাডন একটা ফাংশন লদডখ লসই ফাংশডনর ইবিডগশন 

লকমন হডব বডে লদয়া একটু কঠিন । লযাগজীকরডণর লক্ষডি একটু লকৌশে প্রডয়াগ করডত হয় । বভন্ন বভন্ন আকাডরর ইবিগাডের জনয 

লকৌশে ও বভন্ন বভন্ন । এই লকৌশে গুডো একবদডন আডস বন,সময় লেডগডে । আমার এই কথা বোর মাডন এই না লয অন্তরীকরডনর 

লচডয় লযাগজীকরণ কঠিন । বযাপারটা হডো বকেু সহজ লকৌশে বশখডত হয় আর মডন রাখডত হয় । 

আডগই বডেবেোম লযাগজীকরণ হডো অন্তরীকরডণর ববপরীত প্রবেয়া । অন্তরডকর জযাবমবতক বযাখযা হডো এটা লকাডনা ববনু্দডত 

ফাংশডনর স্পশবডকর ঢাে বনডদব শ কডর । সাধারনণত x চেডকর ফাংশনডক অন্তরীকরণ করডে আডরা একটা x চেডকর ফাংশন পাওয়া 

যায় অডনডকই মডন কডর অন্তরীকরণ কডর লয ফাংশন পাওয়া যায় লসটা ওই ফাংশডনর স্পশবক হডব । বকন্তু লকাথায় স্পশবক বকভাডব 

স্পশবক । জাডনা লতা স্পশবক আর বকেুই না ফাংশডনর গ্রাডফর লকাডনা ববনু্দডক স্পশব কডর যাওয়া সরেডরখা । অন্তরীকরণ কডর লযটা 

লবর করা যায় লসটা হডো ওই ফাংশডনর ঢাডের সাংবখযক মান বননবডয়র জনয একটা ফাংশন ।  

লযমন ধডরা, 

𝑓(𝑥) = 5𝑥3 + 2𝑥2 + 3𝑥 + 6   

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥) = 15𝑥2 + 4𝑥 + 3 

এবার যবদ প্রশ্ন করা হয় x=2 ববনু্দডত অংবকত স্পশবডকর ঢাে কডতা হডব তাহডে অন্তরক তার উির বদডত পারডব । ঢাডের মান হডব, 

15(2)2 + (4 × 2) + 3 = 71 

আবার আবস লযাগজীকরডণর কথায় । লযাগজ মাডন হডো ফাংশডনর লযডকাডনা ববনু্দডত ঢাে লবর করা হডয়ডে লসই ঢাে লদডখ আসে 

ফাংশনটা বক বেে তা লবর করা এজনযই এডক প্রবতঅন্তরক বো হয় । অথবাৎ, লযাগজীকরডণর মাধযডম আসে ফাংশনডক বফবরডয় লদয়ার 

লচিা করা হয় । বকন্তু লসই লচিা লয শতভাগ সফে হয় তাও বকন্তু না । লসটা একটু পডর বেবে । 

ধডরা একটা ফাংশন, g(x) এডক অন্তরীকরণ করডে পাওয়া যায়  f(x)  

এইরকম, 

𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

আডগ বডেবেোম অন্তরীকরন মাডন x এর অবতকু্ষদ্র পবরবতব ডনর জনয (dx) x এর ফাংশন এডক্ষডি g(x) এর পবরবতব ডনর পবরমান 

এডক্ষডি dg(x) 
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তাহডে dg(x) হডো g(x) এর অবতকু্ষদ্র একটা অংশ আডরক বদডক dx হডো x এর অবতকু্ষদ্র একটা অংশ । এই দুইটার ভাগফে 

হডো অন্তরক । ভাগফডের মান যবদ 𝑓(𝑥) হয় তাহডে বনডচর মডতা কডর বেখা যাডব 

dg(x) = f(x)dx 

আডগর পডবব লদবখডয়বে ইবিগাে আর বকেুই না একটা অসীম ধারা । যবদ g(x) ফাংশনটির কু্ষদ্র অংশ dg(x) গুডোডক লযাগ কডর লদই 

তাহডে সমূ্পনব  g(x) পাওয়া যাডব । এই ধারা লযাগ করা লবাঝাডত ∫ বচহ্ন 

∫ dg(x) = 𝑔(𝑥) 

তাহডে এভাডব বেখডত পাবর, 

∫ dg(x) = ∫ f(x)dx 

g(x)= ∫ f(x)dx 

এখন g(x) লক বো যাডব f(x) এর ইবিগাে । বিয়ার? 

অন্তরীকরডণর লবোয় লযমন 𝑥𝑛 এর অন্তরক লবর কডরবেোম এবার 𝑥𝑛 এর লযাগজ লবর করডবা । লযডহতু আমরা ইবতমডধয লজডনবে 

লযাগজ ীকরণ হডো অন্তরীকরডণর ববপরীত প্রবেয়া কাডজই এই প্রডশ্নর উির লবর করডত হডে আমাডদর এমন একটা ফাংশন লবর 

করডত হডব যাডক অন্তরীকরণ করডে 𝑥𝑛 পাওয়া যাডব । 

মডন আডে চেডকর উপর ধ্রুবক ঘাত রূডপ থাকডে অন্তরীকরডণর সময় ঘাত 1 কডম যায় তাই আমরা যবদ 1 ঘাত লববশ বনডয় শুরু কবর 

তাহডে অন্তরীকরডণর পর কাবঙ্ক্ষত বজবনসটা পাডবা ।  

এডক্ষডি 𝑥𝑛 লপডত 𝑥𝑛+1 এর অন্তরক লবর করডবা । চডো কডর লফো যাক, 

𝑑𝑥𝑛+1

𝑑𝑥
= (𝑛 + 1)𝑥𝑛 

⟹ (𝑛 + 1)𝑥𝑛𝑑𝑥 = 𝑑𝑥𝑛+1 

⟹ 𝑥𝑛𝑑𝑥 =
1

𝑛 + 1
𝑑𝑥𝑛+1  

⟹ ∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥 =
1

𝑛 + 1
∫ 𝑑𝑥𝑛+1  

⟹ ∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
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যবদ f(x)=𝑥5হয় তাহডে  

∫ 𝑥5𝑑𝑥 =
𝑥5+1

5 + 1
=

𝑥6

6
 

এবার একটা ববষয় লখয়াে কডরা বনডজর ফাংশন গুডো লদডখা, 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2     ⟹
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
= 2𝑥 

𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 5    ⟹
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
= 2𝑥 

ℎ(𝑥) = 𝑥2 + 7    ⟹
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
= 2𝑥 

প্রডতযকটা ফাংশন আোদা বকন্তু এডদর অন্তরক একই । বনয়ম অনুযায়ী এই অন্তরক গুডো লথডক ফাংশন লফরত পাবার কথা বকন্তু তা 

হডচ্ছ বক ।  

েক্ষয কডরা f(x),g(x),h(x) এডদর অন্তরক লথডক কখডনাই এডদর প্রকৃত মান লফরত পাওয়া যাডব না । পাওয়া যায় 𝑥2 প্রবতবারই 

বাদ যাডচ্ছ একটা ধ্রুবক,এমন যবদ হয় লযাগজ প্রবতঅন্তরক নামটাই হাবরডয় লফেডব!! তাই এই সমসযার সমাধান করডত সকে অবনবদব ি 

লযাগডজর উিডরর লশডষ একটা ধ্রুবক c লযাগ কডর লদয়া হয় । c এর প্রকৃত মান কডতা তা জাবন না । বকন্তু বকেু একটা ধ্রুবক লতা 

হডবই ।  

কাডজই এভাডব বেখা হয়, 

∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛+1
+ 𝑐 𝑛 ≠ 1 

এখন আমরা অন্তরীকরডণর সূি গুডো লদডখ লদডখ লযাগজীকরডণর জনয ববপরীত সূি গুডো বাবনডয় লফেডবা  

𝑑

𝑑𝑥
(𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)) =

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
±

𝑑𝑔(𝑥)

𝑑𝑥
  

⟹ ∫ 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑐 
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শূডণযর লযাগজ এভাডব, 

𝑑𝑐

𝑑𝑥
= 0 ⟹ ∫ 0 𝑑𝑥 = 𝑐 

সূচক  বহডসডব চেক থাকডে 

𝑑𝑎𝑥

𝑑𝑥
= 𝑎𝑥𝑙𝑛𝑎  

⟹ ∫ 𝑎𝑥  𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

𝑙𝑛𝑎
+c 

𝑑𝑒𝑥

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥  ⟹ ∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐 

 

𝑑𝑙𝑛𝑥

𝑑𝑥
=

1

𝑥
  

⟹ ∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑐 

এভাডব প্রবতডক্ষডিই সূি বাবনডয় লফেডত হডব । আজ আর লদখাবচ্ছ না । লতামরা যবদ বুডঝ থাডকা বিডকাণবমবতক ফাংশন গুডোর জনয 

লযাগজ লবর কডর লফডো । 

বডস বডস বনডচর লযাগজ গুডো লবর করার লচিা কডরা, 

1.∫ 100𝑥99 𝑑𝑥 

2. ∫ 𝑥
2

3dx 

3. ∫ √𝑥
3

 dx 

4. ∫
𝑥3−8

𝑥−2
 dx 

5. ∫ 2𝑥𝑑𝑥 
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জিককোণজ জিক েোিংশকনর ম োগিীকরণ 

আজ হডব বিডকাণবমবতক আর ববপরীত বিডকাণবমবতক ফাংশডনর অন্তরক লবর করার কাজ । একটাই উপডদশ বনডচর গাবণতীক 

সমীকরণ গুডোর বদডয় তাবকডয় লদডখা, বুঝডব ।  

শুরুডত একটা কথা বডে লদই  

∫ 𝑑𝑥 এটার মাডন হডো x এর অসীম সংখযক কু্ষদ্র কু্ষদ্র (শূডনযর খুবই কাোকাবে) অংশ লযাগ করা । ধডরা x হডো l দদডঘবযর বাশ 

। যাডক একদম গুড়ো গুড়ো কডর লফো হডয়ডে পাওয়া লগডে dx তারপর আবার লজা়ো লদয়া হডচ্ছ তাহডে বক পাডবা l দদডঘবযর  

বাশ  মাডন x । বকন্তু একটা সডন্দহ লথডক যায় লযডহতু অবতকু্ষদ্র অংশ লযাগ কডর বানাডনা বজবনস তাই অে একটু লববশ বা কম 

হডত পাডর এজনয োডস্ট লযাগ করা হয় একটা ধ্রুবক c . এর মান কডতা জাবন না । আডগর পডবব এ বযাপাডর বডেবে  

এবার গাবণতীক ভাডব, 

∫ 𝑑𝑥 = ∫ 𝑥0 𝑑𝑥 =
𝑥0+1

0+1
+ 𝑐 = 𝑥 + 𝑐   

যবদ এমন হয় ∫ 𝑑𝑓(𝑥) 

তাহডে হডব, ∫ 𝑑𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑐 বিয়ার লতা? 

এবার অন্তরীকরণ বুডঝ তাহডে বনডচর লযাগজীকরণ গুডো লতামার জনয 

𝑑𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑑𝑥
= 𝑐𝑜𝑠𝑥 

⟹ ∫ 𝑑𝑠𝑖𝑛𝑥 = ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥  

⟹ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐 

পডররটা, 

𝑑𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑑𝑥
= −𝑠𝑖𝑛𝑥  

⟹ ∫ 𝑑𝑐𝑜𝑠𝑥 = − ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥  

⟹ ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥  

চেডব, 

𝑑𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑑𝑥
= 𝑠𝑐𝑒2𝑥  

⟹ ∫ 𝑑𝑡𝑎𝑛𝑥 = ∫ sec2 𝑥 𝑑𝑥  

⟹ ∫ sec2 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑐 
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আডরা বকেু ইকুডয়শন, 

𝑑𝑐𝑜𝑡𝑥

𝑑𝑥
= −𝑐𝑠𝑐2𝑥  

⟹ ∫ 𝑑𝑐𝑜𝑡𝑥 = − ∫ csc2 𝑥 𝑑𝑥  

⟹ ∫ csc2 𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑡𝑥 + 𝑐 

𝑑𝑠𝑒𝑐𝑥

𝑑𝑥
= 𝑠𝑒𝑐𝑥. 𝑡𝑎𝑛𝑥  

প়েডত খারাপ োগডে, 

⟹ ∫ 𝑑𝑠𝑒𝑐𝑥 

= ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥. 𝑡𝑎𝑛𝑥  𝑑𝑥 

⟹ ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥. 𝑡𝑎𝑛𝑥  𝑑𝑥 = 𝑠𝑒𝑐𝑥 

লনক্সট, 

𝑑𝑐𝑠𝑐𝑥

𝑑𝑥
= −𝑐𝑠𝑐𝑥. 𝑐𝑜𝑡𝑥  

⟹ ∫ 𝑑𝑐𝑠𝑐𝑥 = − ∫ 𝑐𝑠𝑐𝑥. 𝑐𝑜𝑡𝑥  𝑑𝑥 

⟹ ∫ 𝑐𝑠𝑐𝑥. 𝑐𝑜𝑡𝑥  𝑑𝑥 = −𝑐𝑠𝑐𝑥 

ববপরীত বিডকাণবমবতক ফাংশডনর লযাগজ,অংক করার সময় এই আকার গুডো বচডন এগুডোডক ববপরীত বিডকাণবমবতক ফাংশডনর 

আকাডর লফরত বদডত হডব এটাই এই অংডশর বশক্ষা, 

𝑑𝑠𝑖𝑛−1𝑥

𝑑𝑥
=

1

√1 − 𝑥2
  

⟹ 𝑑𝑠𝑖𝑛−1𝑥 =
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
  

⟹ ∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
= ∫ 𝑑𝑠𝑖𝑛−1𝑥 

⟹ ∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
= 𝑠𝑖𝑛−1𝑥 

আশা কবর বুডঝডো, 



138 
 

𝑑𝑐𝑜𝑠−1𝑥

𝑑𝑥
= −

1

√1 − 𝑥2
  

⟹ 𝑑𝑐𝑜𝑠−1𝑥 = −
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
  

⟹ − ∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
= ∫ 𝑑𝑐𝑜𝑠−1𝑥 

⟹ ∫ −
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
= 𝑐𝑜𝑠−1𝑥 

পডরর ফাংশন, 

𝑑𝑡𝑎𝑛−1𝑥

𝑑𝑥
=

1

1 + 𝑥2
 

⟹ 𝑑𝑡𝑎𝑛−1𝑥 =
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
 

⟹ ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= ∫ 𝑑𝑡𝑎𝑛−1𝑥 

⟹ ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= 𝑡𝑎𝑛−1𝑥 

যবদ বরয়যাে োইডফ লশখাতাম তাহডে লবাডিব  এগুডো বেখার সময় কথাও বেতাম এখন সম্ভব হডচ্ছ না দুঃবখত  

𝑑𝑐𝑜𝑡−1𝑥

𝑑𝑥
= −

1

1 + 𝑥2
 

⟹ 𝑑𝑐𝑜𝑡−1𝑥 = −
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
 

⟹ − ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= ∫ 𝑑𝑐𝑜𝑡−1𝑥 

⟹ − ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= 𝑐𝑜𝑡−1𝑥 

আজডকর পাঠ লশডষর বদডক, 

𝑑𝑠𝑒𝑐−1𝑥

𝑑𝑥
=

1

𝑥√𝑥2 − 1
  

⟹ 𝑑𝑠𝑒𝑐−1𝑥 =
𝑑𝑥

𝑥√𝑥2 − 1
 

⟹ ∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑥2 − 1
= ∫ 𝑑𝑠𝑒𝑐−1𝑥 

⟹ ∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑥2 − 1
= sec−1 𝑥 
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এবং লশষ করবে বনডচর অংকটা বদডয়, 

𝑑𝑐𝑠𝑐−1𝑥

𝑑𝑥
= −

1

𝑥√𝑥2 − 1
  

⟹ 𝑑𝑐𝑠𝑐−1𝑥 = −
𝑑𝑥

𝑥√𝑥2 − 1
 

⟹ − ∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑥2 − 1
= ∫ 𝑑𝑐𝑠𝑐−1𝑥 

⟹ ∫ −
𝑑𝑥

𝑥√𝑥2 − 1
= csc−1 𝑥 
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েজরজচি েোিংশকনর অেজরজচি রূে 

ইবিগাে লবর করার সময় প্রথম ট্রিক হডো অংডকর লচহারা লদডখ তাডক বচডন বনডত হডব । শুরুডত কডয়কটা লচহারা লদবখডয় বদডবা তারপর বেডবা 

এইরকম যবদ কাডরা লচহারা হয় তাডক ইবিডগশন করডে ঐ রকম হডব । এই লচহারা গুডো মডন রাখডত হডব । বরয়যাে োইডফ মানুষ লচনা যতটা 

গুরুত্বপূনব এখাডন গাবণতীক লচহারা গুডোও ততটাই গুরুত্বপূনব ।  

আডগর অংডশ বিডকাণবমবতক ফাংশডন আর ববপরীত বিডকাণবমবতক ফাংশডনর ইবিগাে লবর করা বনডয় কাজ কডরবেোম । এই পডবব 

ফাংশন গুডো একটু কঠিন বানাডবা ।  

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛−1 (
𝑥

𝑎
) 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑎
×

1

√1 −
𝑥2

𝑎2

 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑎. √𝑎2 − 𝑥2

𝑎2

 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑎.
1
𝑎 √𝑎2 − 𝑥2

 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

√𝑎2 − 𝑥2
 

⟹ 𝑑𝑦 =
𝑑𝑥

√𝑎2 − 𝑥2
 

⟹ ∫ 𝑑𝑦 = ∫
𝑑𝑥

√𝑎2 − 𝑥2
 

⟹ 𝑦 = ∫
𝑑𝑥

√𝑎2 − 𝑥2
 

এবার ধডরা অংক করার সময় এই রকম একটা বজবনস পাওয়া লগে, ∫
𝑑𝑥

√16−𝑥2
 অথবা এইরকম থাকডত পাডর ∫

𝑑𝑥

√20−𝑥2
  

এখন লতামার কাজ হডব এই অংডকর রূপটা বচডন ইবিগাে লট লবর করা । ইডচ্ছ করডে এই রকডমর অংক এডরা কম্পডেক্স করা 

যাডব চডো একটু লদডখ আবস । 
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∫
𝑑𝑥

√20 − 𝑥2
= ∫

𝑑𝑥

2√5√1 −
𝑥2

20

 

আডরা এমন কঠিন লথডক কঠিনতর করা যাডব । যখন মাস্টারমাইন্ডরা বডস বডস বুডয়ডটর প্রশ্ন কডরন তখন আসডে এই কাজটাই 

করা হয় লতামরা ইডচ্ছ করডে এই অংক গুডোডক আডরা বেডয়টিভ উপাডয় আডরা আডরা উদ্ভট লচহারা বাবনডয় দাও লযন লকউ 

বচনডতই না পাডর । এই লকৌশডে টিচাররা সু্টডিন্টডদর লধাকায় লফডে এবার আবম লশখাবচ্ছ বকভাডব বসডস্টম হযাক কডর লতামরা 

ববষয়গুডো লজডন লফেবা । গাবদা গাবদা দানডবর মডতা অঙ্ক লদডখ ভয় না লপডয় আডগ লথডকই অংক গুডোডক হযাক করডত 

বশডখা বনডজ এইরকম দতরী কডরা আর প্রযাবেস কডরা,অডনযর বানাডনা অংকগুডোডক ধডর লফোর এটাই লকৌশে ।  

উপডরর লয প্রমাণটা লতা লদখডে এবার যবদ শুধু মাইনাস লদয়া থাকডতা তাহডে পাওয়া লযত 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝑥

𝑎
) . অথবাৎ,  

∫ −
𝑑𝑥

√𝑎2−𝑥2
  

লকাডনা অংক লযরূডপই থাক তাডক যবদ উপডরর মডতা কডর বেখডত পাডরা অথবা, c. ∫ −
𝑑𝑥

√𝑎2−𝑥2
 [এখাডন c একটা ধ্রুবক] 

তাহডে ইবিগােটাডক লসাজাসুবজ 𝑐. 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝑥

𝑎
) বেখডত পারবা ।  

∫ −
𝑑𝑥

√𝑎2−𝑥2
= cos−1 (

𝑥

𝑎
) বকভাডব আসডব লসই প্রমাণটা আর লদখাোম না আশাকবর এডতাবদডন লযটুকু বশবখডয়বে যবদ 

ভাডোকডর বশডখ থাডকা তাহডে এমবনডতই পারবা ।  

𝑦 = tan−1(
𝑥

𝑎
) 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑎
×

1

(1 +
𝑥2

𝑎2)
 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑎 (
𝑎2 + 𝑥2

𝑎2 )
 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑎2 + 𝑥2

𝑎

 

⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎

𝑎2 + 𝑥2
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⟹ ∫ 𝑑𝑦 = 𝑎 ∫
𝑑𝑥

𝑎2 + 𝑥2
 

1

𝑎
tan−1 (

𝑥

𝑎
) = ∫

𝑑𝑥

𝑎2 + 𝑥2
 

এইরূডপর ইবিগাে গুডোডক আডরা কঠিন আকাডর লদয়া যাডব ঠিক আডগর মডতাই লতামাডদরডক সময় বনডয় ঘাটাঘাটি আর হযাক 

করডত হডব । এই হযাবকং আইবিয়াটা যার যার বাব়ের কাজ থাকডো ।  

আচ্ছা এবার বডো একই ইবিগাে যবদ সামডন মাইনাস থাডক তাহডে বক হডব । cot−1(
𝑥

𝑎
) তাই না? এই প্রমাণটা আর বদডবা না 

যাডদর প্রডয়াজন খাতায় কডর নাও । 

ঠিক একইরকম ভাডব আডরা দুইটা ইবিগাে লবর করা যাডব, sec−1 (
𝑥

𝑎
) আর csc−1 (

𝑥

𝑎
) এই দুইডয়র জনয 

∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑥2 − 𝑎2 
=

1

𝑎
sec−1(

𝑥

𝑎
) 

− ∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑥2 − 𝑎2 
=

1

𝑎
cec−1(

𝑥

𝑎
) 

এডতাক্ষডণ যতটুকু বশবখডয়বে তাডত লবশ অডনক রকডমর অংকই পারা যাডব বকন্তু প্রবতবিকতাও রডয় লগডে অডনক । পডরর 

পদ্ধবতটা বশখডে এডতাক্ষডণর বশক্ষার পূণবতা আসডব আশা কবর । 

∫(𝑎𝑥 + 𝑏)5𝑑𝑥  যবদ চাোক খুব চাোক হও তাহডে আমার আডগই এই ট্রিকটা হয়ডতা বুডঝ লফেডসা !!  

এই অংকটা দুই চারটা উপাডয় করা যাডব । প্রথমত বাইডনাবময়াে বথওডরম বদডয় (𝑎𝑥 + 𝑏)5 লক লভডঙ্গ েয়টা পডদর একটা 

বহুপদী বানাডত পাডরা তারপর সহজ সূি বদডয়ই কাজ লশষ! বকন্তু না লবশ কডির এই পদ্ধবত । আমরা আডরা সহডজ বশখডবা । 

আচ্ছা যবদ এমন বকেু করা সম্ভব হয় লয পুডরা ইবিগােটা সমূ্পনব বভন্ন চেডকর একটা ইবিগাডে পবরনত করা যায়,লযখাডন লকাডনা 

x লনই বকন্তু x এর লকাডনা একটা এডজন্ট আডে ।  

ধডরা আমরা ধডর বনোম, ax+b=u 

এবার ইবিগােটাডক বেখা যাডব ∫(𝑢)5𝑑𝑥 বকন্তু না কাজ পুডরাপুবর হয় বন । ইবিগাডে x থাকা যাডব না x এর হডয় যুদ্ধ করডব 

অনয লকউ পডর যুডদ্ধ লজতার পর ফোফে বনডত আবার আসডব x .তাহডে চডো dx লকও পােডট লফবে । আবাডরা বেবে মূে 

যুডদ্ধ x থাকডব না,বফরডব লযাগজীকরণ নামক যুডদ্ধর পর । এটা সবতযই একটা যুদ্ধ একটা বেডরখা দ্বারা আবদ্ধ লক্ষডির বনজস্ব 

লক্ষিফে বুডঝ লনয়ার যুদ্ধ!! 

এবার আমাডদর কাজ dx লক du বদডয় পাডল্ট লদয়া, 
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𝑢 = 𝑎𝑥 + 𝑏  

⟹
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑎  

⟹ 𝑑𝑥 =
𝑑𝑢

𝑎
 

আমরা লপডরবে dx এর ভূবমকায় du লক বসাডত!! যবদও একটা ধ্রুবক a সাডথ রডয়ডে সমসযা লনই ধ্রুবডকর দাম সবার কাডে 

সমান । ধ্রুবকডক x যা মডন কডর u ও তাই মডন কডর । এবার dx এর মান ববসডয় বদডয় ইবিগােটাডক বেখডত পাবর, 

1

𝑎
∫ 𝑢5𝑑𝑢 =

(𝑢)6

𝑎 × 6
 

যুদ্ধ লশষ x এর ফাংশডনর বেডরখা বদডয় দতরী রাডজযর লক্ষিফে লবর হডয়ডে । এবার বফডর আসডেন x 

∫(𝑎𝑥 + 𝑏)5𝑑𝑥 =
(𝑎𝑥+𝑏)6

6𝑎
  

আচ্ছা এবার ধডরা যবদ এমন হডতা, ∫(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)5𝑑𝑥 তাহডে বক একইভাডব সম্ভব বেডো কাজটা করা? উির হডচ্ছ 

না ।  

এডক্ষডি যবদ 𝑧 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ধরা হয় তাহডে dz এর মান কখডনাই x মুি পাওয়া যাডব না ,মাডন কাজ ও হডব না । 

সুতরাং মডন রাখডত হডব এই পদ্ধবতটা কাযবকর যখন একটা জটিে ফাংশডনর বভতডর থাকা ফাংশনটির অন্তরক শুধু একটা ধ্রুবক । 

আর কখডনা নয়।যাইডহাক এই পদ্ধবতর নাম প্রবতস্থাপন পদ্ধবত  

এবার এই প্রবতস্থাপন পদ্ধবতডত লতামরা  

∫ sin (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑑𝑥 , ∫ cos (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑑𝑥 , ∫
𝑑𝑥

(𝑎𝑥 + 𝑏)
 , ∫(𝑎𝑥 + 𝑏)5𝑑𝑥 , 𝑒𝑎𝑥+𝑏 , 

সংডকতঃ 𝑎𝑥 + 𝑏 এটাডক অনয লকাডনা চেক বদডয় প্রকাশ কডরা তারপর লসই চেডকর মাধযডম dx লক প্রকাশ কডরা । সব গুডো 

আকাডরর অংকই পারা যাডব । 

এই ধরডণর ফাংশন গুডোর ইবিগাে লবর করডত পারবা । 

আর একটা অংক কডর উদাহরণ লদয়া যাক, 

∫
𝑑𝑥

4 + 9𝑥2
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এই অংকটাডত x এর ঘাত দুই আডে মডন হডচ্ছ এটাডক প্রবতস্থাপন পদ্ধবতডত সমাধান করা যাডব না । বকন্তু লদডখা যবদ এভাডব 

কবর তাহডে বক দা়োডচ্ছ, 

∫
𝑑𝑥

4 + 9𝑥2
= ∫

𝑑𝑥

(2)2 + (3𝑥)2
 

এবার ধডর বনবচ্ছ 𝑢 = 3𝑥 ⟹
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 3 ⟹ 𝑑𝑥 =

𝑑𝑢

3
 

এবার ইবিগােটা দা়োডচ্ছ, 
1

3
∫

𝑑𝑢

(2)2+(𝑢)2
=

1

3
tan−1(

𝑢

2
) =

1

3
tan−1(

3𝑥

2
) 

একই ভাডব থাকডত পাডর, 

∫
𝑑𝑥

(𝑎)2+(𝑏𝑥+𝑐)2 এই আকাডরর অংক গুডো বববচি রকডমর a,b,c এর মান আর (𝑏𝑥 + 𝑐)2 বগব লভডঙ্গ বেখডে এই অংক 

গুডোর যা লচহারা হয় সবতয ভয় পাওয়ার মডতা লতামাডদর বেডবা এভাডব বববভন্ন রকম ভাডব বববচি লচহারার অংক বনডজ বানাও 

তারপর প্রযাবেস কডরা । বিয়ার হডয় যাডব । তারপর যখন বুডয়ডটর প্রডশ্ন ব়ে ব়ে সব কঠিন অংক লদয়া হডব বতন বমবনট সময় পাডব 

সেভ করার জনয । তখন লতামার বতন বমবনট োগডব না আডরা কম োগডব ।  
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অিংশোয়ন েদ্ধজি 

এডতাক্ষণ যা যা বশডখডো তারপডরও ∫ 𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥 , ∫ 𝑥3𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 , ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥, এই ধরডনর ফাংশন গুডোর অন্তরক 

লবর করডত বদডে কাজটা অসম্ভব কঠিন হডয় পরডব । আজডক এই ধরডনর ফাংশনডক ইবিডগশন করার পদ্ধবত বশখাডবা ।  

দুটি ফাংশন গুনফে রূডপ থাকডে তাডদর অন্তরক বকভাডব লবর করডত হয় মডন আডে আশাকবর, 

ধডর বনবচ্ছ u এবং v দুইটাই x এর ফাংশন । তাহডে এই দুই ফাংশডনর গুনফে আডরা একটা x এর ফাংশন হডব এইটুকু লতা বিয়ার? 

ধডর বনবচ্ছ x এর এই দুই ফাংশনডক গুন করডে পাওয়া যায় y  

তাহডে 𝑦 = 𝑢𝑣 ⟹
𝑑

𝑑𝑥
(𝑢𝑣) = 𝑢.

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣.

𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

এই সূডির প্রমাণটা বসবরডজর অডনক সামডন লদয়া আডে  

এবার প্রাপ্ত সমীকরণটির উভয়পাশডক dx দ্বারা গুন কডর বদডত পাবর,তাহডে পাওয়া যাডব 

d(uv) = udv + vdu  

⟹ ∫ 𝑑𝑢𝑣 = ∫ 𝑢𝑑𝑣 + ∫ 𝑣𝑑𝑢  

⟹ 𝑢𝑣 = ∫ 𝑢𝑑𝑣 +  ∫ 𝑣𝑑𝑢 

⟹ ∫ 𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣 𝑑𝑢 

লপডয় লগোম ইবিডগশডনর সুন্দর একটা সূি । একটা বজবনস েক্ষয কডরা এই সূিটা একটা ফাংশডনর ইবিগােডক দুইটা ফাংশডনর 

সমবি বাবনডয় বদডচ্ছ মাডন দুইটা অংডশ ভাগ কডর বদডচ্ছ এজনয ইবিডগশডনর এই পদ্ধবতটিডক বো হয় অংশায়ন পদ্ধবতডত অন্তরীকণ 

। এই পদ্ধবত বকভাডব প্রডয়াগ করডত হয় চডো লদখাডনা যাক । 
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আমরা লবশ একটা সহজ ফাংশন বনডয় বনবচ্ছ

∫ 𝑙𝑛𝑥  𝑑𝑥  

এবার এই ইবিগােটা ∫ 𝑢 𝑑𝑣 আকাডর বেখডত হডব ।  

u = lnx , dv = dx এটা ধডর বনডে ∫ 𝑢 𝑑𝑣 = ∫ 𝑙𝑛𝑥  𝑑𝑥 

চডো আডগ প্রডয়াজনীয় মান গুডো লবর কডর লনয়া যাক, 

𝑑𝑣 = 𝑑𝑥  

⟹ ∫ 𝑑𝑣 = ∫ 𝑑𝑥  

⟹ 𝑣 = 𝑥 

এবার চাই du এর মান 

u = lnx ⟹
du

dx
=

1

𝑥
 ⟹ 𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

𝑥
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এবার সূি অনুযায়ী বেখা যাডব, 

∫ 𝑙𝑛𝑥  𝑑𝑥 = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − ∫ 𝑥 ×
𝑑𝑥

𝑥
 

= 𝑥𝑙𝑛𝑥 − ∫ 𝑑𝑥 

= 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 +c  

না বুঝডে খাতা কেম বনডয় আডরা একবার লচিা কডরা আশাকবর বিয়ার হডয় যাডব । 

এখডনা লযডকাডনা এই পদ্ধবতডত লযডকাডনা ফাংশন বনডয় কাজ করডত লগডে ব়ে ধরডণর ধাক্কা লখডত পাডরা । আডরা একটা উদাহরডনর 

মাধযডম বিয়ার করা যাক, 

এবার একটা ইবিগাে বনবচ্ছ, 

∫ 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 

এই ইবিগােটাডক ∫ 𝑢 𝑑𝑣 আকাডর যবদ প্রকাশ করডত চাই তাহডে এভাডব করডত পাবর, 

এক, 𝑢 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 , 𝑑𝑣 = 𝑥 𝑑𝑥 তাহডে পাওয়া যাডব ∫ 𝑢 𝑑𝑣 = ∫ 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 

দুই,𝑢 = 𝑥, 𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 তাহডেও ∫ 𝑢 𝑑𝑣 = ∫ 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 

এবার বুবদ্ধ খাটিডয় বেডত হডব লকানটা লববশ সুববধাজনক হডব । লদডখা আমরা যখন এই পদ্ধবতডত একটা ইবিগাে লবর করার লচিা 

কবর তখন u ধডর লনয়া বজবনসটাডক অন্তরীকরণ করডত হয় আর dv ধডর লনয়া বজবনসটাডক লযাগজীকরণ করডত হয় । কাডজই সবডচডয় 

বুবদ্ধমাডনর কাজ হডব লযটার অন্তরক লবর করা সহজ লসটাডক u আর লযটার লযাগজ লবর করা অডপক্ষাকৃত সহজ লসটাডক dv ধডর 

লনয়া । 

এডক্ষডি আডরা একটা ববষয় ববডবচনা করা লযডত পাডর েক্ষয কডর থাকডব লকাডনা লকাডনা ফাংশনডক অন্তরীকরণ করার পর বার বার 

অন্তরীকরণ করা যায় লযমনঃsinx এর অন্তরক cosx এই cosx এর অন্তরক লবর করডে আবার পাওয়া যায় –sinx এভাডব অসীম 

সংখযক বার অন্তরীকরণ করা সম্ভব । কাডজই এডক যবদ u ধবর তাহডে du এর মানটা জটিে হডয় যাডব । এজনয লযসব ফাংশন 

অডপক্ষাকৃত লববশ সংখযক বার অন্তরীকরণ করা সম্ভব তাডদর u না ধরাই সবডচডয় ভাডো বসদ্ধান্ত । 

অপরবদডক u ধডর লনয়ার জনয আডে x . এডক শুধুমাি একবার অন্তরীকরণ করা যায় এজনয du এর মান লবশ সরে হডব । 

কাডজই লয ফাংশনডক অডপক্ষাকৃত কম সংখযক বার অন্তরীকরণ করা যাডব এবং অন্তরীকরণ করা সহজ তাডক u ধরা সুববধাজনক 

একই সাডথ লয ফাংশনডক লযাগজীকরণ করা সহজ লসটাডক v ধরা সুববধাজনক ।  

 ∫ 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 এর লক্ষডি ধডর বনবচ্ছ, u = x এবং dv = sinx dx 

⟹
du

dx
= 1  

⟹ du = dx   
এবার v এর মান লবর কডর লফবে, 

dv = sinx dx 
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⟹ ∫ 𝑑𝑣 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥  

⟹ 𝑣 = −𝑐𝑜𝑠𝑥  
সমূ্পনব ইবিগােটাডক বেখডত পাবর, 

∫ 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 − ∫ −𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 = −𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 +c 

এধরডণর আডরা জটিে প্রকৃবতর অংক গুডো সমাধান করার সময় আবার এমন একটা ইবিগাে চডে আসডত পাডর যার জনয আবাডরা 

একই পদ্ধবত প্রডয়াগ করডত হডব ।  

লযমন, ∫ 𝑥3 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 এর লযাগজ বননবডয়র জনয বতনবার অংশায়ন পদ্ধবত বযবহার করডত হডব তারপডর লযাগ ববডয়াগ কডর আসে 

ফোফে পাওয়া যাডব । একটু দধযব বনডয় এই কাজগুডো করডত হয় ।  

আর একটা কথা কডতা বার অংশায়ন পদ্ধবত বযবহার করডত হডব লসটা বনভব র কডর u ধডর লনয়া ফাংশনটিডক কডতাবার অন্তরীকরণ 

করা সম্ভব হডচ্ছ তার উপর ।  

তডব মাডঝ মাডঝ পদ্ধবতটা সহজ হডয় যায় বকেু বকেু কারডন । লযমন সমাধান করার সময় িান পডক্ষও লযটা বনডয় কাজ শুরু করা 

হডয়বেে লসই বজবনসটাই লফরত পাওয়া ।  

লযমন ধডরা, 

𝐼 = ∫ 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥  

এডক্ষডি লয দুটি ফাংশন আডে প্রডতযকডকই অসীম সংখযক বার অন্তরীকরণ করা যাডব এবার u,v বনববাচডনর জনয সুচক ফাংশনডক u 

বহডসডব বনববাচন করডে লববশ সুববধা পাওয়া যাডব । আমরা তাই করবে, 

𝑢 = 𝑒𝑥 

⟹
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥  

⟹ 𝑑𝑢 = 𝑒𝑥 𝑑𝑥  
এবং ধডর বনবচ্ছ, 

𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥  

⟹ ∫ 𝑑𝑣 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥  

⟹ 𝑣 = −𝑐𝑜𝑠𝑥  
এবার ইবিগােটা দা়োডচ্ছ, 

∫ 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥(−𝑐𝑜𝑠𝑥) − ∫ −𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥  

⟹ ∫ 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + ∫ 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥  

আবাডরা লদডখা এমন একটা পদ চডে এডসডে লযটাডক আবাডরা অংশায়ন পদ্ধবতডত অন্তরীকরণ করার প্রডয়াজন হডচ্ছ । 

একই কাজটা আবার করবে এডক্ষডি 𝑢 = 𝑒𝑥 এবং 𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥  
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তাহডে পাওয়া যাডব, 

∫ 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥  

= 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − ∫ 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 

= 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝐼 
লদডখা আবাডরা লযখান লথডক শুরু কডরবেোম লসখাডন বফডর এডসবে 𝐼 = ∫ 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥  

এবার মূে ইবিগাডে মান ববসডয় বদডয় পাই, 

⟹ ∫ 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + ∫ 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥  

⟹ 𝐼 = −𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝐼  

⟹ 2𝐼 = 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥  

⟹ 𝐼 =
𝑒𝑥

2
(𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥) 
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জনজদ ষ্ট ম োগি 

 

একটা ফাংশডনর লযাগজীকরণ বেডত আসডে লবাঝায় ঐ ফাংশডনর গ্রাফ দ্বারা আবদ্ধ অংডশর লক্ষিফডের একটা রাবশমাো । লযমন 

একটা বেডরখা যবদ x2 এই ফাংশডনর গ্রাফ হয় তাহডে তার লযাগজ 
𝑥3

3
 হডব ওই ফাংশডনর গ্রাফ দ্বারা আবদ্ধ এোকার লক্ষিফডের 

রাবশ । রাবশ বেডত লবাঝায় পবরমান বনধবারক চেডকর মাধযডম প্রকাবশত লকাডনা পবরমাপ । এই রাবশডত x এর লযডকাডনা মান ববসডয় 

বদডে গ্রাডফ মূে ববনু্দর সাডপডক্ষ ভূবম বরাবর x এর বনবদব ি মান পযবন্ত আকা গ্রাফ অক্ষদ্বডয়র সাডথ লযটুকু লক্ষিফে দখে কডর তার 

মান । ধডরা, x=5 বসাডনা হডো তখন লয মান পাওয়া যাডব তা হডো x অক্ষ বরাবর 5 একক দূর পযবন্ত গ্রাফ দ্বারা লয অংশ দখে কডর 

তার লক্ষিফে ।  

এবার েববর বদডক তাকাও । ধডরা েববডত f(x) ফাংশডনর গ্রাফ আকা হডয়ডে আমাডদর গ্রাডফর ধূসর অংশটুকুর লক্ষিফে দরকার । 

ধূসর অংশ শুরু হডয়ডে x=a ববনু্দডত এবং লশষ হডয়ডে x=b ববনু্দডত । আমাডদর এইটুকু অংডশর লক্ষিফডের বনবদব ি লয মান লসটা 

দরকার ।  

তাহডে একটা লসাজা বজবনস বুঝডেই চেডব যবদ x=0 লথডক x=b ববনু্দ পযবন্ত অংডশর লক্ষিফে লবর কডর তার লথডক x=0 লথডক 

x=a ববনু্দ পযবন্ত অংডশর লক্ষিফে ববডয়াগ কডর লদই তাহডেই আমাডদর কাবঙ্ক্ষত লক্ষিফডের মান লপডয় যাডবা ।  

ধডরা, f(x) এর লক্ষিফে লবর করার জনয এডক ইবিডগশন করডে লয রাবশ পাওয়া যায় বা ফাংশন পাওয়া যায় তাহডো 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑔(𝑥) + 𝐶 

x=0 লথডক x=b পযবন্ত লক্ষিফে 𝑔(𝑏) 
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আবার, x=0 লথডক  x=a পযবন্ত লক্ষিফে g(a)  

তাহডে ধূসর অংশটুকুর লক্ষিফে = 𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎) 

েক্ষয কডরা সাধারণ ইবিগাে লযখাডন ফাংশন লয এোকায় ববসৃ্তত লসই অংডশর একটা অবনবদব ি লক্ষিফে বনডদব শ কডর এই মানটা 

অবনবদব ি এজনয এর সাডথ লযাগজীকরডণর ধ্রুবক বযবহার করার প্রডয়াজন হয় । বকন্তু যখন গ্রাডফর এোকা বনবদব ি কডর লদয়া হয় তার 

মান হয় বনবদব ি এবং ধ্রুব,এজনয এই মাডনর সাডথ ধ্রুবক থাডক না ।  

লয বনন্ম মান লথডক উচ্চ মান পযবন্ত লক্ষিফে বননবয় করা হয় তাডদরডক যথােডম বনন্মসীমা ও উচ্চসীমা বো হডয় থাডক এবং ইবিডগশন 

বচডহ্নর উপডর উচ্চসীমা ও বনডচ বনন্মসীমা বেডখ প্রকাশ করা হয় । ফাংশডনর ইবিগাে লবর করার পর তা তৃতীয় বিনীর মডধয বেডখ 

বিনীর উপডর ও বনডচ এই মান ববসডয় বদডয় বহসাব করা হয় । বেখার বনয়মটা েববডত লদখাডনা হডো । 

∫ 𝐟(𝐱)𝐝𝐱

𝐛

𝐚

 

= [𝐠(𝐱)]𝐚
𝐛 

= 𝐠(𝐛) − 𝐠(𝐚) 

এবার এডতাক্ষণ যা যা বডেবে একটা উদাহরন বদডয় বুঝাডনা যাক ।  

ধডরা একটা ফাংশন 𝑓(𝑥) = 𝑥2 এখন বো হডো এই ফাংশনটির x=2 লথডক x=5 পযবন্ত গ্রাফ দ্বারা আবদ্ধ অংডশর লক্ষিফে 

কডতা? 

আমরা প্রথডমই ইবিডগশন কডর লক্ষিফডের রাবশমাো লবর কডর বনবচ্ছ 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥3 + 𝑐  

এবার লক্ষিফডের জনয লয রাবশ লপডয়বে লসটা ধডর বনবচ্ছ g(x)=
𝑥3

3
+ 𝑐 

একটু আডগ বশখাডনা লকৌশে অনুযায়ী লক্ষিফে দা়োডচ্ছ, 𝑔(5) − 𝑔(2) 

অথবাৎ, x=2 লথডক x=5 পযবন্ত গ্রাফ দ্বারা আবদ্ধ অংডশর লক্ষিফে 

=g(5) − g(2) 

=
(5)3

3
−

(2)3

3
 

=
1

3
(125 − 8) 

=
117

3
 বগব একক 
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যবদ বুডঝ থাডকা লতামরা বনডচর সহজ ফাংশন গুডো দ্বারা আবদ্ধ অংডশর লক্ষিফে লবর কডর লফডো, 

১।
1

𝑥
 ফাংশন দ্বারা x=o লথডক x=e পযবন্ত অংডশর লক্ষিফে 

২।sinx এর গ্রাফ দ্বারা x=0 লথডক x=
𝜋

2
 অংডশর লক্ষিফে 

৩।𝑥3 ফাংশন দ্বারা আবদ্ধ x=0 লথডক x=5 অংডশর লক্ষিফে 

এই ইবুকটা একটা ববডশষ বদডন প্রকাবশত হডয়বেে তাই লতামাডদর সবাইডক  

∫
𝒅𝒙

𝒙

𝒆𝑬𝒊𝒅

𝒆−𝒎𝒖𝒃𝒂𝒓𝒂𝒌

 

ইচ্ছা করডে লতামরা লতামাডদর বনডজর আর বপ্রয় মানুডষর নাম বেবমডট ববসডয় মজার বকেু গবণত দতরী করডত পাডরা । 

এবার যতটুকু লশখাডনা হডয়ডে তা বদডয় লতামরা ইডচ্ছ করডে আইনস্টাইডনর ববখযাত ভর-শবির সমীকরডণর প্রমাণটাও বুডঝ বনডত 

পারডব । যারা ভাডো কডর বশডখডো তারা এখন বরডেটিবভটি লকায়ান্টাম লমকাবনক্স লবশ ভাডো ভাডবই বুঝবা । 
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কযোলকুলোস বযবহোর ককর ভর শজক্তর স ীকরকণর প্র োণ 

এখাডন ভর-শবির সমীকরডণর প্রমাণটা আসে কযােকুোডসর অযাবপ্লডকশন বহডসডব বদোম । এই সমীকরণডক পুডরাপুবর জানডত 

হডে আডগ অডয়ডে অডনক গুডো ধাপ । যাডদর আডপবক্ষক ভরডবগ পযবন্ত ধারণা বেে বকন্তু কযােকুোস না জানায় এডতাবদন 

ঝাডমোয় বেো তাডদর জনয এই প্রমানটা কাডজ আসডব অনযথায় না । যারা লস্পশাে বরডেটিবভটি জাডনা না তারা বনবশ্চডন্ত এই 

অংশটা বস্কপ করডত পাডরা ।  

এখন এমন একটা জায়গায় যাবচ্ছ লযখাডন গবণত আর পদাথবববজ্ঞান একদম এক আোদাভাডব লচনা যাডব না । আমরা আইনস্টাইডনর 

অসাধারণ বচন্তাশবি লথডক প্রাপ্ত ফোফডের সাডথ বমবশডয় লদডবা একটু আডগ লশখা গবণত যার ফোফে হডব আডরা মারাত্নক । 

ফোফে বক জাডনাঃ আবম তুবম আমরা প্রতযডক আসডে শবিরই একটা রূপ । ভরশবির সমীকরণ বেডে ভর লথডক শবি আর 

শবি লথডক ভর হওয়া সম্ভব বনবমডষই তাই ভর আর শবি একই বজবনস!  

আমরা জাবন,লকাডনা বস্তুডক গবতশীে করডত বা গবতডবগ বা়োডত বে প্রডয়াগ করডত হয় । বে প্রডয়াডগ বস্তুটি বকেু দুরত্ব অবতেম 

কডর এবং লবডগর পবরবতব ন হয় । বে প্রডয়াডগর ফডে বস্তু লয দূরত্ব অবতেম কডর এবং এবং লয বডের বেয়ায় এই দূরত্ব অবতেম 

কডর তার গুন ফেডক কাজ বা বযাবয়ত শবি বহডসডব সঙ্গাবয়ত করা হয় ।  

যবদ m ভডরর বস্তুর উপর F বে প্রডয়াডগর ফডে এটি s দূরত্ব অবতেম কডর v লবগ প্রাপ্ত হয় তাহডে কৃত কাজ বা বযাবয়ত শবি 

E= 𝐹𝑠  

লযডহতু, বডের বেয়ায় বস্তু বকেু লবগ প্রাপ্ত হয় । এর ফডে বস্তুর মডধয ঐ গবত অজব ন করডত লয কাজ হয় তা সবঞ্চত থাডক । বস্তুর 

মডধয গবতর কারডন সংরবক্ষত এই শবি লক গবতশবি (Kynetic Energy) বো হয় । 

সুতরাং, কৃত কাজ আর গবতশবি সমান হয় W = KE । 

সনাতন বেববদযায় গবতশবির সমীকরনটা এবার প্রমান করা যাক,  

যবদ বস্তুর উপর F  বে প্রডয়াডগ লমাট সরন হয় s । এর অবত কু্ষদ্র অংশ ds ববডবচনা করডে এইটুকু সরডনর জনয কৃত কাজ বা 

গবতশবি হডব অবত কু্ষদ্র ধডর বনবে এই কাডজর পবরমান 𝑑𝑊  

লযডহতু অবত কু্ষদ্র অংশ লপডয়বে । তাহডে সবমকরনটিডক ইবেডগশন (𝑖𝑛𝑡𝑟𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛) করডে সমগ্র কাজটি লপডয় যাব । প্রথডম 

বস্তুটির লবগ বেে U  এবং কৃত কাজ ও বেে 0 বে প্রডয়াডগর ফডে V লবগ প্রাপ্ত হওয়ায় লয কাজ হডো বা গবতশবি অজব ন 

করডো তা  

 ∫ 𝑑𝑊
𝑤

0
= ∫ 𝐹. 𝑑𝑠

𝑣

𝑢
  

𝑊 = ∫
𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑣 𝑑𝑠

𝑣

𝑢
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 𝐾𝐸 = 𝑚 ∫
𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝑑𝑠

𝑣

𝑢

 

= 𝑚 ∫
𝑑𝑠

𝑑𝑡

𝑣

𝑢

𝑑𝑣  

= 𝑚 ∫ 𝑣 𝑑𝑣     = 𝑚 [
𝑣2

2
]

𝑢

𝑣𝑣

𝑢

 

𝐾𝐸 =
1

2
𝑚𝑣2 −

1

2
𝑚𝑢2  

যবদ আবদডবগ শূনয হয় মাডন বস্থর লকাডনা বস্তুর উপর প্রযুি বডের প্রভাডব কৃতকাজ বা গবতশবি  

= 𝑚 ∫ 𝑣 𝑑𝑣 = 𝑚 [
𝑣2

2
]
০

𝑣

 

𝑣

০

 

KE =
1

2
𝑚𝑣2 

 এতক্ষণ আমরা লয গবতশবি লবর কডরবে তা সনাতন বেববদযার গবতশবির সমীকরন । বকন্তু আডপবক্ষক তডত্ত্ব বডের প্রডয়াডগ লবগ 

যডতাই বাড়ে ভর ও লবড়ে যায় । একটু আডগ লয সবমকরণ প্রমান করা হডয়ডে তাডত এই ধারনা বযবহার করা হয় বন তাই এই 

সমীকরন বযাবহার করডে সবডক্ষডি গবতশবি সঠিক হডব না । আডপবক্ষক ভডরর ধারনা বযাবহার কডর গবতশবি বহসাব করডে এই 

সাধারন সবমকরন টা এডকবাডরই পােডট যাডব । এখান লথডক জগডতর সবডচডয় চমৎকার সম্পকব টা পাওয়া যাডব । সবাই বনশ্চয় 

ধারণা করডত পারডে বকডসর কথা বেবে ।  

এবার আডপবক্ষক গবতশবির সমীকরন লবর করার কাজটা শুরু করা যাক ।প্রথডম সনাতন বেববদযার মডতা কডরই শুরুটা । শুরুডত 

লবগ শূনয বেে কৃত কাজ ও শূনয S সরডন এবগডয় যাওয়ার পর কাজ হডো W তাহডে, 

∫ 𝑑𝑊

𝑤

0

= ∫ 𝐹𝑑𝑆

𝑠

𝑜

 

𝐾𝐸 = ∫ 𝐹𝑑𝑠

𝑠

0

 

= ∫
𝑑𝑝

𝑑𝑡
𝑑𝑠

𝑠

0
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= ∫
𝑑𝑠

𝑑𝑡

𝑠

0

𝑑𝑝 

= ∫ 𝑣𝑑𝑝

𝑣

0

 

উপডর গবত শবিটা আদশব লযাগডজর রূডপ লপডয়বে । রূপটা হডো এই রকম  

∫ 𝑽𝒅𝑼 = 𝑼𝑽 − ∫ 𝑼𝒅𝑽 

এডক্ষডি 𝑈 = 𝑣 , 𝑑𝑉 = 𝑑𝑝 বসাডে প্রকৃত গবতশবির মানটা লপডয় যাব ।তার আডগ লবডগর বিফাডরবিয়াে dv ও ভরডবডগর 

বিফাডরবিয়াে dp লথডক লবগ আর ভর লবগটা লবর কডর লফো যাক 

∫ 𝑑𝑣

𝑣

0

= ∫ 𝑑𝑝

𝑣

0

 

𝑣 = 𝑝 

𝑣 = 𝑝 গবতশবির সমীকডরডন ববসডয় পাই, 𝐾𝐸 = 𝑝𝑣 − ∫ 𝑝𝑑𝑣
𝑣

0
 

= (𝑚𝑣)𝑣 − ∫ 𝑚𝑣𝑑𝑣

𝑣

0

 

= 𝑚𝑣2 − ∫ 𝑚𝑣𝑑𝑣

𝑣

0

 

এখাডন লমাট গবতশবির প্রথম অংশটি লবশ সরে বকন্তু আডরা একটি অংশ একটি জটিে লযাগজ রূডপ লপডয়বে এটাডক ধীডর ধীডর 

প্রবতস্থাপন পদ্ধবতডত লযাগজীকরন করার প্রডয়াজন হডব । কাজটা লবশ সহজ বকন্তু একটু ব়ে তাই সবাইডক দধযবয বনডয় লদখার জনয 

বেবে । গবতশবির জটিে অংশটা বনন্মরূপঃ  

∫
𝑚0

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄

𝑣

0

𝑑𝑣 

𝑥 =
𝑣2

𝑐2 ধবর,এবং বিফাডরবিয়াে dv লবর কবর আমাডদর মূে উডদ্দশয V  লক  X  দ্বারা প্রবতস্থাপন কডর লফো 

𝑑𝑥

𝑑𝑣
=

2𝑣

𝑐2
 

=> 𝑑𝑣 =
𝑐2

2𝑣
𝑑𝑥 
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 𝑚0𝑐2 ∫
𝑣

2𝑣√1 − 𝑥

𝑣

0

𝑑𝑥 

= 𝑚0𝑐2 ∫
1

2√1 − 𝑥
𝑑𝑥

𝑣

0

 

আবার 𝑥 লক  𝑦  দ্বারা প্রবতস্থাপন করডত হডব ধবর, 𝑦 = √1 − 𝑥  

𝑑𝑥 = −2√1 − 𝑥 𝑑𝑦 

X  লক Y দ্বারা প্রবতস্থাপন কডর পাই, 

𝑚0𝑐2 ∫
−2𝑦

2𝑦

𝑣

0

𝑑𝑦 

= −𝑚0𝑐2 ∫  𝑑𝑦

𝑣

0

 

= −𝑚0𝑐2[𝑑𝑦]0
𝑦

 

Y এর মান ববসডয় পাই,  

= −𝑚0𝑐2 [√1 − 𝑣2 𝑐2⁄ ]
0

𝑣

 

= −𝑚0𝑐2√1 − 𝑣2 𝑐2⁄ +  𝑚0𝑐2 

𝐾𝐸 = 𝑚𝑣2 + 𝑚0𝑐2√1 − 𝑣2 𝑐2⁄ − 𝑚0𝑐2 

= 𝑚𝑣2 +
𝑚0𝑐2(1 − 𝑣2 𝑐2)⁄

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄
− 𝑚0𝑐2 

= 𝑚𝑣2 + 𝑚𝑐2(1 − 𝑣2 𝑐2) − 𝑚0𝑐2⁄  

= 𝑚𝑣2 + 𝑚𝑐2 − 𝑚𝑣2 − 𝑚0𝑐2 

= 𝑚𝑐2 − 𝑚0𝑐2 

𝐾𝐸 = 𝑚𝑐2 − 𝑚0𝑐2  

𝑚 = 𝑚0 + ∆𝑚 

 𝐾𝐸 = ∆𝑚𝑐2 আডপবক্ষক তত্ত্ব বযাবহার কডর লয গবতশবির সম্পকব  পাওয়া লগডে তা প্রকৃত পডক্ষ আডোর লবগ, ভর আর 

শবির মডধয একটা সম্পকব  বনডদব শ করডে । অথবাৎ, গবত শবি আর বকেুই নয় লবগ প্রাপ্ত হওয়ার পর বস্থর ভডরর বৃবদ্ধ ঘডটডে আর 

লয পবরমান ভর লবড়েডে তাডক আডোর লবডগর বগব দ্বারা গুন করডে যা পাওয়া যাডব তাই হডো গবতশবি । এখান লথডক প্রাপ্ত 

ফোফে ভর আর শবিডক নতুনভাডব বযাখযা কডর । 
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বনডচ লবগ আর আডপবক্ষক গবতশবির একটি গ্রাফ লদওয়া হডয়ডে । একই সাডথ িাবসক গবতশবি (Classical kinetic 

Energy) লদওয়া হডয়ডে । যাডত এডদর পাথবকয লবাঝা যায় । লদখা যাডচ্ছ বনন্ম লবডগর লক্ষডি িাবসক আর আডপবক্ষক গবতশবির 

মডধয লতমন পাথবকয না থাকডেও লবগ বা়োর সাডথ সাডথ ফোফে সমু্পনব পাডল্ট যায় । 

আমরা গবতশবি বহসাব কডরবে বকন্তু লসই শবি আসডে লকাথা লথডক? আসডে শবিটা এডসবেে ভর লথডক । বস্তুটি গবতশীে 

হওয়ায় লয পবরমান ভর লবড়েডে লসই পবরমান ভর শবিডত রুপান্তবরত হডচ্ছ । অথবাৎ ভর শবিডত রুপান্তবরত হডচ্ছ । আর ভর 

আর শবির মডধয লসই সপম্পকব  তা হডো ভর লথডক লয পবরমান শবি পাওয়া যাডব তা লবর করডত ভডরর পবরমান লক আডোর 

লবডগর বগব দ্বারা গুন করডত হডব । প্রাপ্ত সমীকরনটা এবার লযডকাডনা ভডরর শবিডত রুপান্তবরত হওয়ার লক্ষডি বযবহার করডত 

পাবর । অথবাৎ লযডকান পবরমান ভর m লথডক প্রাপ্ত শবির জনয বেখডত পাবর 𝐸 = 𝑚𝑐2  

লযডকাডনা বস্থর ভর যবদ লবডগ চেমান হয় তাহডে বস্থর ভর 𝑚0 আর থাকডব না ভর হডব 𝑚 =
𝑚0

√1−𝑣2 𝑐2⁄
  

এই ভর লথডক প্রাপ্ত শবির জনয অনুসাডর বেখডত পাবর, 𝐸 = 𝑚𝑐2 

এখন বস্তু যবদ বস্থর হয় তাহডে এর লবগ v = 0 তখন এর মডধয সবঞ্চত শবির পবরমানটা লবর করা যাক 

𝑚 =
𝑚0

√1 − 𝑣2 𝑐2⁄
  

উি রাবশডক বদ্বপদী উপপাডদযর সাহাডযয ববসৃত কডর পাই, 

 (1 − 𝑣2 𝑐2⁄ )−1 2⁄ = 1 +
1

2

𝑣2

𝑐2
+ ⋯ 

𝐸 = 𝑚𝑐2 

   = 𝑚0 (1 +
1

2

𝑣2

𝑐2
+ ⋯ ) 𝑐2 

 𝐸 = 𝑚0𝑐2 + 𝑚0

1

2

𝑣2

𝑐2
… 

যখন যখন বস্তুটি বস্থর তখন 𝑣 = 0  বসাডে ো়ো ববসৃবতর সব গুডো পদ শূডনয পবরনত হয় তাই 

=> 𝐸 = 𝑚0𝑐2 

  𝐸0(𝑅𝑒𝑠𝑡 𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔𝑦) =  𝑚0𝑐2 

এডক বনশ্চে শবি বো হয় এবং  𝐸0দ্বারা প্রকাশ করা হয় । 

লমাট শবি যবদ হয় 𝑇𝐸 (𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔𝑦) তাহডে, লমাট শবি(𝑇𝐸) = বস্থর ভর শবি(𝑅𝐸) + গবতশবি(𝐾𝐸) 

  𝑇𝐸 = 𝑅𝑒𝑠𝑡 𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔𝑦 + 𝐾𝑦𝑛𝑒𝑡𝑖𝑐 𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔𝑦  

  => 𝐸 = 𝑚0𝑐2 + 𝐾𝐸  

  => 𝐸 = 𝑚0𝑐2 + 𝑚𝑐2 − 𝑚0𝑐2  

=>  𝐸 = 𝑚𝑐2 

ধান ভানডত বশডবর গীত অডনক হডয়ডে । আর নয় [এই অংশটুকু আমার “আডপবক্ষকতার ববডশষ তত্ত্ব” বইডয়র অংশ] 
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একটুখোজন অসী  ধ্োরো 

লতামরা বক জাডনা বববভন্ন ফাংশনডক অসীম ধারায় প্রকাশ করা যায় । হয়ডতা শুডন থাকডব শ্রীবনবাস রামানুজন বিডকাণবমবতক অনুপাত 

গুডোডক বিভূডজর বাহুর অনুপাত বহডসডব না বশডখ বশডখবেডেন অসীম ধারা বহডসডব । বকেু ফাংশন এমন আডে যাডদর অসীম 

ধারায় প্রকাশ করা যায় । লকাডনা ফাংশনডক অসীম ধারায় প্রকাশ করা লযডত হডে লসই ফাংশডনর বকেু লযাগযতা থাকডত হয় । 

ফাংশনটি যবদ f(x) হয় তাহডে লযাগযতা গুডো হডোঃ 

(1) f(x) লক অসীম সংখযক বার অন্তরীকরণ করা সম্ভব 

(2)𝑓𝑖(0), 𝑓𝑖𝑖(0), 𝑓𝑖𝑖𝑖(0), 𝑓𝑖𝑣(0), … এডদর প্রডতযডকর মান শূণয হডত পারডব না । পযবায়েবমক অন্তরীকরণ কডর লয 

ফাংশন পাওয়া যাডব তাডত ০ বসাডনার ফডে সবগুডো মান শূণয হডত পারডব না । এই ববষয়টা পডর আডরা বিয়ার করডবা । আপাতত 

দরকার লনই । 

অডনডকই ভাবডো আবম এখন লটের ধারা বা মযাকেবরডনর ধারা লশখাডবা বকন্তু না এডতা সহডজ এডতা সুন্দর বজবনস আবম লশখাবচ্ছ 

না । ফাংশনডক অসীম ধারায় প্রকাশ করার জনয আমাডদর বনতয প্রডয়াজনীয় বকেু আইবিয়াই যডথি । 

লবাঝার জনয বদ্বপদী ববসৃ্তবত একটু পডকডট রাখডত হডব ।  

আমরা জাবন,(𝑥 + 𝑎)𝑛 এই আকাডরর একটা ববসৃ্তবতডত n+1 সংখযক পদ থাডক,যবদ n একটা ধণাত্বক পূনবসংখযা হয় ।যখনই 

n এর মান ধণাত্বক পূনবসংখযা ো়ো অনযবকেু হডয় যায় তখনই এই কথা বমথযা হডয় যায়,ববসৃ্তবতর পদ সংখযা হডয় যায় অসীম!! 

পাওয়া যায় একটা অসীম ধারা। 

লসৌভাগযবশত  (𝑥 + 𝑎)𝑛 আকাডরর বদ্বপদী ববসৃ্তবতডত n এর মান যাইডহাক ববসৃ্তত করা একদম পাবনর মডতা সহজ  

(𝑥 + 𝑎)𝑛 = 𝑥𝑛 +
𝑛𝑥𝑛−1𝑎

1!
+

𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2𝑎2

2!
+

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)𝑥𝑛−3𝑎3

3!
… 

এই একটা সূি জানা থাকডে n আর a এর লযডকাডনা মাডনর জনয একটা ফাংশনডক অসীম ধারায় ববসৃ্তত করা লকাডনা বযাপার না! 

আমরা দুই একটা উদাহরন বদডয় লদখাই, 

(𝑥 + 𝑎)𝑛 আকাডরর ববসৃ্তডত a=1 বসাডে, 

(𝑥 + 1)𝑛 = 1 +
𝑛

1!
𝑥 +

𝑛(𝑛 − 1)

2!
𝑥2 +

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

3!
𝑥3 + ⋯ + 𝑥𝑛 

এবার n এর বববভন্ন মাডনর জনয কডয়কটি অসীম ধারার ববসৃ্তবত বনডচর মডতা কডর সহডজই লবর কডর লফেডত পাডরা, 
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(𝑥 + 1)−1 = 1 +
(−1)

1!
𝑥 +

(−1)(−1 − 1)

2!
𝑥2 +

(−1)(−1 − 1)(−1 − 2)

3!
𝑥3 + ⋯ 

⟹
1

(𝑥 + 1)
= 1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 + ⋯ 

আবার, 

(1 − 𝑥)−1 = 1 −
(−1)

1!
(−𝑥) +

(−1)(−1 − 1)

2!
(−𝑥)2 +

(−1)(−1 − 1)(−1 − 2)

3!
(−𝑥)3 + ⋯ 

⟹
1

1 − 𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯ 

একই উপাডয়, 

(1 − 𝑥)−2 = 1 +
(−2)

1!
(−𝑥) +

(−2)(−2 − 1)

2!
(−𝑥)2 +

(−2)(−2 − 1)(−2 − 2)

3!
(−𝑥)3 + ⋯ 

⟹
1

(1 − 𝑥)2
= 1 +

2

1!
𝑥 +

2.3

2!
𝑥2 +

2.3.4

1.2.3
𝑥3 + ⋯ = 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + 4𝑥3 + ⋯  

একই ভাডব আডরা সংখয ফাংশনডক অসীম ধারায় ববসৃ্তত কডর লফেডত পাডরা মুহূডতব ই... 

ববডশষ লক্ষডি গুরুত্বপূনব ফাংশডনর জনয অসীম ধারা লবর করডত কাডজ োগডব এমন দুই একটা অসীম ধারা লবর কডর লদখাোম 

(1 + 𝑥2)−1 = 1 +
(−1)

1!
𝑥2 +

(−1)(−1 − 1)

2!
(𝑥2)2 +

(−1)(−1 − 1)(−1 − 2)

3!
(𝑥2)3 + ⋯ 

⟹
1

1 + 𝑥2
= 1 − 𝑥2 + 𝑥4 − 𝑥6 + ⋯  

আর এই ধারাটা, 

(1 − 𝑥2)−
1
2 

=  1 +
(−

1
2

)

1!
(−𝑥2) +

(−
1
2

) (−
1
2

− 1)

2!
(−𝑥2)2 +

(−
1
2

) (−
1
2

− 1) (−
1
2

− 2)

3!
(−𝑥2)3 + ⋯ 

⟹
1

√1−𝑥2
  = 1 + (−

1

2
) (−𝑥2) + (−

1

2
) (−

3

2
) ×

𝑥4

2!
+ (−

1

2
) (−

3

2
) (−

5

2
) ×

(−𝑥6)

3!
+ ⋯ 

⟹
1

√1 − 𝑥2
= 1 +

𝑥2

2
+

3𝑥4

8
+

15𝑥6

48
+ ⋯ 
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অডনক অডনক আডগ বইডয়র প্রায় শুরুডত 𝑒𝑥 বক বজবনস বকভাডব আডস এর ববসৃ্তবত সব বশবখডয়বে । এখন শুধু ববসৃ্তবত বদডয় বদোম, 

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+

𝑥4

4!
+ ⋯ 

x এর লযডকাডনা মাডনর জনয এই ধারা খাডট এমনবক x যবদ জটিে সংখযা হয় তাও! 

জটিে সংখযা নামটা অডনডকর কাডে অপবরবচত মডন হডত পাডর । অে একটু পবরচয় কবরডয় লদই । আমরা জাবন ঋণাত্বক সংখযার 

বগবমূে লবর করা যায় না । লযমনঃ√−16 = √4 × 4 × (−1) লক আমরা এইভাডব বেখডত পাবর বগবমূডের মডধয 4 × 4 

এটা বকন্তু সঙ্গাবয়ত বগবমূে কডর দুইটা 4 এর বদডে একটা বেখডেই হডো সমসযা শুধু √−1 লক বনডয় । এজনয √−1 লক 

কােবনক সংখযা বা ইমাবজনাবর নাম্বার বহডসডব ধরা হয় এবং √−1 = 𝑖 বহডসডব বেখা হয় । এই বনয়ম অনুসরন কডর  

√−16 = 4√−1 = 4𝑖 

আমরা এমন একটা সংখযা লপডয়বে লযটার মডধয লচনা পবরবচত 4 আডে আবার অবাস্তব i আডে এইডয বাস্তব আর অবাস্তব সংখযা 

বমবশডয় লয সংখযা দতরী হডো লসটাডকই জটিে সংখযা বডে হডয় থাডক,এবযাপাডর অডনক অডনক আডোচনা আডে । আসডে 

অবাস্তব সংখযার আডোচনা কযােকুোডসর বাইডর রাখা ঠিক না । বকন্তু আপাতত এইটুকুডতই সন্তুি থাডকা । এই বনডয় ব়ে-সর একটা 

আটিব ডকে পূনবাঙ্গ বইডয়র জনয তুডে রাখা আডে! 

যাইডহাক লযডহতু √−1 = 𝑖 

𝑖2 = −1 

𝑖3 = 𝑖2𝑖 = −𝑖 

𝑖4 = 𝑖3𝑖 = −𝑖. 𝑖 = −(−1) = 1 

আপাতত এইটুকু জানডেই চেডব ।  

এবার লশখাডবা ববখযাত অয়োডরর সূি 

𝑒𝑖𝑥 = 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 

এই সুডির প্রমাণটা কযােকুোস বযবহার কডর অবতসহডজই করা যায় ।এখাডন লদখাোম না আপাতত লমডন নাও । আবম জাবন আমার 

উপডর অডনডকই লরডগ যাডচ্ছা বকন্তু লসানাও যবদ বিডত লদয়া হয় তাহডে দাম কডম যায় । এজনযই বি ইবুডক এডতা বকেু বদোম 

না ।  

𝑒𝑖𝑥 লক ববসৃ্তত করডে দাাঁ ়োয় 
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𝑒𝑖𝑥 = 1 + 𝑖𝑥 +
(𝑖𝑥)2

2!
+

(𝑖𝑥)3

3!
+

(𝑖𝑥)4

4!
+

(𝑖𝑥)5

5!
+

(𝑖𝑥)6

6!
… 

⟹ 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1 + 𝑖𝑥 −
𝑥2

2!
−

𝑖𝑥3

3!
+

𝑥4

4!
+

𝑖𝑥5

5!
−

𝑥6

6!
… 

⟹ 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑖 (𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
−

𝑥7

7!
+ ⋯ ) + (1 −

𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
−

𝑥6

6!
+ ⋯ ) 

সমীকরডণর উভয়পক্ষ লথডক বাস্তব ও অবাস্তব অংশ সমীকৃত করডেই পাওয়া যাডব, 

𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
−

𝑥7

7!
+ ⋯ 

𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1 −
𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
−

𝑥6

6!
+ ⋯ 

এই ধারা গুডো সবতযই ঠিক বকনা জানডত x এর মান ববসডয় যাচাই কডর নাও । তডব মান অবশযই লরবিয়াডন বসাডব । লকউ বিবগ্রডত 

ববসডয় বমেডে না!বমেডে না! বডে বচ াবা না । 

এবার যবদ ববে sin(5x) , cos(7x) এই ফাংশন গুডোডক অসীম ধারায় ববসৃ্তত কডর লদখাও তাহডে কঠিন বকেু ।  

এবার একটুখাবন ইবিডগশন লথডক অডনক কডয়কটি ববডশষ ফাংশডনর জনয অসীম ধারা লবর কডর লদখাডবা । 

এখন ইবিডগশডনর লয মান গুডো বযবহার করবে লসগুডো ইবতপূডবব আডোচনা কডর এডসবে, 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥
= ln (1 + 𝑥) 

 

1

1+𝑥
  এর জনয অসীম ধারা একটু আডগই লবর কডর লরডখবে  

1

(𝑥 + 1)
= 1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 + ⋯ 

এবার এই ধারার উভয়পক্ষডক x এর সাডপডক্ষ লযাগজীকরণ কডর বেখডত পাবর, 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥
= ∫(1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 + ⋯ ) 𝑑𝑥 
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⟹ ln(1 + 𝑥) = ∫ 𝑑𝑥 − ∫ 𝑥𝑑𝑥 + ∫ 𝑥2𝑑𝑥 − ∫ 𝑥3𝑑𝑥 + ⋯ 

⟹ ln(1 + 𝑥) = 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥3

3
−

𝑥4

4
+ ⋯ 

এই ধারায় x = 1 বসাডে ln2 এর মাডনর জনয অসীম ধারা পাওয়া যাডব এবং লসটা হডব, 

ln2 = 1 −
1

2
+

1

3
−

1

4
+ ⋯ 

একইভাডব 
1

1−𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯ এই ধারাটিডক ইবিডগশন কডর বেখডত পাবর 

∫
𝑑𝑥

1 − 𝑥
= ∫(1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯ ) 𝑑𝑥 

⟹ − ln(1 − 𝑥) = ∫ 𝑑𝑥 + ∫ 𝑥𝑑𝑥 + ∫ 𝑥2𝑑𝑥 + ∫ 𝑥3𝑑𝑥 + ⋯ 

⟹ − ln(1 − 𝑥) = 𝑥 +
𝑥2

2
+

𝑥3

3
+

𝑥4

4
+ ⋯ 

⟹ ln(1 − 𝑥) = 𝑥 +
𝑥2

2
+

𝑥3

3
+

𝑥4

4
+ ⋯ 

আবার tan−1(𝑥) লক অসীম ধারায় ববসৃ্তত করডত চাও লসই উপায় ও আডে  

1

1+𝑥2 = 1 − 𝑥2 + 𝑥4 − 𝑥6 + ⋯ এই ধারাটিডক ইবিডগশন করডেই tan−1(𝑥) এর অসীম ধারা পাওয়া যাডব । 

এভাডব, 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= ∫(1 − 𝑥2 + 𝑥4 − 𝑥6 + ⋯ )𝑑𝑥  

⟹ tan−1(𝑥) = ∫ 𝑑𝑥 − ∫ 𝑥2𝑑𝑥 + ∫ 𝑥4 𝑑𝑥 − ∫ 𝑥6 𝑑𝑥 + ⋯ 

⟹ tan−1(𝑥) = 𝑥 −
𝑥3

3
+

𝑥5

5
−

𝑥7

7
+ ⋯ 

জাডনা tan−1(1) =
𝜋

4
 . যবদ tan−1(𝑥) এর অসীম ধারায় x= 1 ববসডয় লদয়া যায় তাহডে পাওয়া যাডব 

𝜋

4
 ! এ এক মহান 

বজবনস পাই এর মান বননবডয়র একটা অসীম ধারা পাওয়া যাডব । ধারাটা এইরকম 
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tan−1(1) = 1 −
1

3
+

1

5
−

1

7
+ ⋯ 

⟹
𝜋

4
= 1 −

1

3
+

1

5
−

1

7
+ ⋯ 

এমন আর দুই একটা লদখাডনা যাকঃ 

1

√1 − 𝑥2
= 1 +

𝑥2

2
+

3𝑥4

8
+

15𝑥6

48
+ ⋯ 

এই সমীকরণটির উভয়পক্ষডক x এর সাডপডক্ষ ইবিডগশন করডে পাওয়া যাডব 

∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
= ∫ (1 +

𝑥2

2
+

3𝑥4

8
+

15𝑥6

48
+ ⋯ ) 𝑑𝑥 

⟹ sin−1(𝑥) = ∫ 𝑑𝑥 + ∫
𝑥2

2
𝑑𝑥 + ∫

3𝑥4

8
𝑑𝑥 + ∫

15𝑥6

48
𝑑𝑥 + ⋯  

⟹ sin−1(𝑥) = 𝑥 +
𝑥3

6
+

3𝑥5

32
+

15𝑥7

336
+ ⋯ 

এখান লথডকও পাইডয়র মাডনর জনয একটা অসীম ধারা লবর করা যায়, 

sin−1(1) =
𝜋

2
 

sin−1(𝑥) এর অসীম ধারায় x = 1 ববসডয় বদডে পাই, 

π

2
= 1 +

1

6
+

3

32
+

15

336
+ ⋯ 

এ পযবন্ত মযাকেবরন বা লটের উপপাদয ো়োই অডনক গুডো অসীম ধারা লবর করডত বশবখডয় বদোম । এই বইডত আর না । বাবক 

আডোচনা পডর হডব । 
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এই বইকি কযোলকুলোকসর সোকে সম্পজক ি আকরো ম সব জবষয় বোদ েকর মগল মসগুকলো িোজলকো মবশ লম্বোোঃ 

 বিফারডরবিডয়শডনর সমস্ত ট্রিক 

 বেবমট বনডয় অডনক কথা 

 বিডকাণবমবতক ফাংশডনর ববসৃ্তবত 

 কােবনক সংখযা 

 আংবশক বযবকেন 

 লভের কযােকুোসঃকােব,িাইভারডজি 

 হাইপারডবাবেক ফাংশডনর কযােকুোস 

 কযােকুোডসর উচ্চতর বযবহার 

 অডনক ববষডয়র গভীর আডোচনা 

 L.Hipital’s Rule 

 কডয়কজন ববজ্ঞানীর নাডম সুন্দর সুন্দর বথওডরম 

 পাওয়ার বসবরজঃডটের ধারা ও মযাকেবরডনর ধারা 

 ফাংশডনর মযাবক্সমা,বমবনমা 

 গ়েমান উপপাদয,মধযমান উপপাদয 

 বিফাডরবিয়াে ইকুডয়শন 

 পরাবমবতক সমীকরণ 

 কবনক সমূডহর অডনক কাবহনী 

 বববভন্ন লচনা আকার আকৃবতর বস্তুর লক্ষিফে বননবয় 

 ইবিডগশডনর শ’খাডনক এর লববশ পদ্ধবত 

 উচ্চতর ইবিডগশন 

 লসডকন্ড অিব ার বিফাডরবিয়াে ইকুডয়শন 

আসডে এডতা ববষয় আডে লয এই পাতাটা বেখার পডক্ষ খুবই লোট । যাইডহাক এই ববষয় গুডো এই বইডয়র বপ্রডন্টি ভাসবডন 

লপডত চাইডে আমার এই বইটার বরবভউ বদডত হডব ,আর আমাডক বই লবর করার জনয সাডপাটব  বদডত হডব । আবম আডরা 

ভাডোভাডব প়োডশানা কডর লতামাডদর লবাঝাডনার লচিা জনয লচিারত । 
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উনু্মক্ত মহোক মেইসবুকক জবজ্ঞোন চচ োর দুজনয়ো 

লযাগবদন অসাধারণ সব মানুষডদর সাডথ  

লফইসবুক গ্রুপ বযোকের েোিোর জবজ্ঞোন 

 

এবং  

একটুখোজন জেজিকস এর মাধযডম 

 

 

https://www.facebook.com/­groups/bcb.science
https://www.facebook.com/­groups/­1212747812222222
https://­www.facebook.com/­groups/bcb.science
https://­www.facebook.com/­groups/­1212747812222222
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েজরজশষ্ট 
এই অিংশ টুকু জদকবো জকনো বোর বোর ভোবজেলো  মশকষ ইবুক েোবজলশ করোর  োি আধ্ো ঘন্টো আকগ  কন 

হকলো মদয়ো  োয় । এখোকন মকোকনো বযোখযো ূলক কেো মনই শুধু্ আকে জকেু সূকির সিংগ্রহ । অকনক েোঠক 

আকেন  োকদর এক সোকে অকনক সূকির সিংগ্রহ মদখকল ভোকলো লোকগ আবোর অকনককই জবরক্ত হকবন । 

এই সূি গুকলো জনকি জলখোর স য় েোইজন িোই সহস্র গোজণিীক সূি নো ক বইটির েৃষ্ঠোর েজব জদকয়জে । 
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েজরজশষ্ট-১ 

বিডকাণবমবতক সূিাবেীঃ 

𝑆𝑖𝑛(𝐴 + 𝐵) = 𝑆𝑖𝑛𝐴𝐶𝑜𝑠𝐵 + 𝐶𝑜𝑠𝐴𝑆𝑖𝑛𝐵 … … … … … … … (𝑖)  

𝑆𝑖𝑛(𝐴 − 𝐵) = 𝑆𝑖𝑛𝐴𝐶𝑜𝑠𝐵 − 𝐶𝑜𝑠𝐴𝑆𝑖𝑛𝐵 … … … … … … (𝑖𝑖)  

(𝑖) + (𝑖𝑖) => 𝑆𝑖𝑛(𝐴 + 𝐵) + 𝑆𝑖𝑛(𝐴 − 𝐵) = 2𝑆𝑖𝑛𝐴𝐶𝑜𝑠𝐵    

 𝑆𝑖𝑛𝐶 + 𝑆𝑖𝑛𝐷 = 2𝑆𝑖𝑛 (
𝐶 + 𝐷

2
) 𝐶𝑜𝑠 (

𝐶 − 𝐷

2
)             [ 𝐵𝑦 𝑔𝑒𝑡𝑡𝑖𝑛𝑔  𝐴 + 𝐵 = 𝐶 𝑎𝑛𝑑  𝐴 − 𝐵 = 𝐷] 

(𝑖) − (𝑖𝑖) => 𝑆𝑖𝑛(𝐴 + 𝐵) − 𝑆𝑖𝑛(𝐴 − 𝐵) = 2𝐶𝑜𝑠𝐴𝑆𝑖𝑛𝐵 

𝑆𝑖𝑛𝐶 − 𝑆𝑖𝑛𝐷 = 2𝐶𝑜𝑠 (
𝐶 + 𝐷

2
) 𝑆𝑖𝑛 (

𝐶 − 𝐷

2
) 

𝐶𝑜𝑠(𝐴 + 𝐵) = 𝐶𝑜𝑠𝐴𝐶𝑜𝑠𝐵 − 𝑆𝑖𝑛𝐴𝑆𝑖𝑛𝐵 … … … … … … … (𝑖)  

𝐶𝑜𝑠(𝐴 − 𝐵) = 𝐶𝑜𝑠𝐴𝐶𝑜𝑠𝐵 + 𝑆𝑖𝑛𝐴𝑆𝑖𝑛𝐵 … … … … … … … (𝑖𝑖) 

(𝑖) + (𝑖𝑖) => 𝐶𝑜𝑠(𝐴 + 𝐵) + 𝐶𝑜𝑠(𝐴 − 𝐵) = 2𝐶𝑜𝑠𝐴𝐶𝑜𝑠𝐵   

𝐶𝑜𝑠𝐶 + 𝐶𝑜𝑠𝐷 = 2𝐶𝑜𝑠 (
𝐶 + 𝐷

2
) 𝐶𝑜𝑠 (

𝐶 − 𝐷

2
)            [ 𝐵𝑦 𝑔𝑒𝑡𝑡𝑖𝑛𝑔  𝐴 + 𝐵 = 𝐶 𝑎𝑛𝑑  𝐴 − 𝐵 = 𝐷] 

𝐶𝑜𝑠𝐶 − 𝐶𝑜𝑠𝐷 = −2𝑆𝑖𝑛 (
𝐶 + 𝐷

2
) 𝑆𝑖𝑛 (

𝐶 − 𝐷

2
) 

Double Angle Formulas: 

𝑆𝑖𝑛2𝑥 = 2𝑆𝑖𝑛𝑥𝐶𝑜𝑠𝑥 

𝐶𝑜𝑠2𝑥 = 𝐶𝑜𝑠2𝑥 − 𝑆𝑖𝑛2𝑥 = 1 − 2𝑆𝑖𝑛2𝑥 = 2𝐶𝑜𝑠2𝑥 − 1 

𝑆𝑖𝑛2𝑥 =
1 − 𝐶𝑜𝑠2𝑥

2
      

 𝐶𝑜𝑠2𝑥 =
1 + 𝐶𝑜𝑠2𝑥

2
   

 𝑆𝑖𝑛2𝑥 = 2𝑆𝑖𝑛𝑥𝐶𝑜𝑠𝑥 

= 2
𝑆𝑖𝑛𝑥

𝐶𝑜𝑠𝑥
𝐶𝑜𝑠2𝑥  

∴ 𝑆𝑖𝑛2𝑥 =
2𝑡𝑎𝑛𝑥

1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥
  

 𝑊𝑒 𝑘𝑛𝑜𝑤, 𝑡𝑎𝑛2𝑥 =
𝑆𝑖𝑛2𝑥

𝐶𝑜𝑠2𝑥
   

2𝑡𝑎𝑛𝑥

1 − 𝑡𝑎𝑛2𝑥
=

2𝑡𝑎𝑛𝑥

𝐶𝑜𝑠2𝑥(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥)
   

=> 𝐶𝑜𝑠2𝑥 =
1 − 𝑡𝑎𝑛2𝑥

1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥
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েজরজশষ্ট-২ 

জিেদী জবসৃ্তজি 
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েজরজশষ্ট-৩ 

বববভন্ন ফাংশডনর অন্তরডকর লটববেঃ 
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পবরবশি-৪ 

বকেু লমৌবেক ফাংশডনর লযাগডজর লটববেঃ 
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Some Definate Intregals 

 


